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modélisation et
paramétrage des
— mécanismes

piéces mécaniques reliées

Un mécanisme est un ensemble de
e de réaliser une fonction

entre elles par des liaisons, en vu
déterminée.

Le but de ce livre est
dans les mécanismes. Pour cela, nous a

piéces mécaniques et les liaisons.

'étude des mouvements et des efforts
llons modéliser les

Pour cela un repere orthonormé  dit
R(O, %, §. 7 ) sera placé sur chaque liaison.
Ce repére n'est lié & aucun des deux solides ¢

ou (S2).

Nous considérerons que les pieces mécaniques

peuvent étre modélisées, en premiere approxi-
mation, par des solides indéformables. Ceci exclut

bien siir les pieces dont la fonction est précisément 2 1 JAISON PONCTUELLE

de se déformer : ressorts, rondelles élastiques,
barres de torsion, etc.

Définition d’un solide indéformable

# Une pitce mécanique (S) peut étre considérée

comme un solide indéformable si quels que soient
les points A et B de (S) la distance AB reste
constante au cours du temps t.

VA €(S), Vt,r=Ct. T
et BE(S) IAB|| =cCte Définition

Fig. 1

9 Les deux solides (S,) et (S,) ont une |
ponctuelle si, au cours de leur mouvement 1
un point A, de (S5) reste dans un plan P, d

3

Définissons les modeles de liaisons, qui existent
entre deux §ohdes (Sy) et (S2), que on utilisera  Considérons le repére R(O, % 7 7) tel qu
établic les schémas cinématiques des  grigine O soit confondue avec le point A,

Mouvement relatif

pour
mecanismes. . L. . . vecteur unitaire 7 soit perpendiculaire au pl
Pour chaque modéle de liaison, qui est un modéle  pa;r rapport aux irois axes de ce repd
de référence théorique, nous do-nnerons : mouvement de (S,) par rapport & (S;) se déco
— la définition mathématique; . en rotations et translations Slémentaires suiv
— les mouvements relatifs que la liaison autorise. . . de (0. % 0.5
__ Jes schématisations planes et spatiales normali- — rotations autour de (0, %), (0, § ) et
__ translations suivant (O, ¥ ) et (0, ¥ ).

sées sous forme de tableau, au paragraphe 2.11.
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2.2. LIAISON LINEIQUE
RECTILIGNE

Fig. 3

Définition

Mouvement relatif

Les deux solides (S,) et (S,) ont une liaison linéique
rectiligne si, au cours de leur mouvement relatif,
une droite D, de (S,) reste dans un plan P, de (S,).

Considérons le repére R(O, %, 7, 7 ) tel que I'axe
(0, ¥ ) soit confondu avec la droite D, et le vecteur
unitaire  perpendiculaire au plan P,.
Le mouvement de (S,) par rapport & (S,) se
décompose en :

— rotations autour de (O, ¥ ) et (O, 7),

— translations suivant (O, ¥ ) et (O, 7).

2.4. LIAISON ROTULE

(S2)
x ©
ALY, =
A; o [4
(84)
Fig. 5
Définition

Les deux solides (S,) et (S,) ont une liaison rotule
si, au cours de leur mouvement relatif, un point
A; de (8;,) reste confondu avec un point A, de (S,).

Mouvement relatif

Placons Porigine O du repére R(O, ¥, ¥, 7 ) au point
A, confondu avec A,. Le mouvement de (S,) par
rapport a (S,) se décompose en :

— rotations autour de (O, ¥ ), (0, ) et (O, 7).

2.5. LIAISON APPUI PLAN

2.3. LIAISON LINEIQUE
ANNULAIRE

z

Fig. 4 x

Définition

Mouvement relatif

Les deux solides (S,) et (S,) ont une liaison linéique
annulaire si, au cours de leur mouvement relatif,
un point A, de (S;) reste sur une droite D, de (S,).

Considérons le repére R(O, X, 7, z) d'origine As,
tel que l'axe (O, X) soit confondu avec la droite
D;. Par rapport a ce repére, le mouvement de (S)
par rapport a (S;) est constitué des mouvements
elémentaires suivants :
— rotations autour de (0, ¥ ), (O, ¥ ) et (0, 7),
— translation suivant (O, ¥ ).

Définition

Les deux solides (S,) et (S,) ont une liaison appui
plan si, au cours de leur mouvement relatif, un
plan P, de (S,) reste confondu avec un plan P, de
S.).

Mouvement relatif

En positionnant le vecteur unitaire 7 du repére
R(O, %, 7, 7 ) perpendiculaire aux plans P, et P, on
constate que le mouvement de (S,) par rapport a
(S,) se décompose en :

— rotation autour de (O, ),

— translations suivant (O, ¥ ) et (O, ¥ ).
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- R
Ces deux mouvements ne sont pas indépendants.
2.6. LIAISON PIVOT GLISSANT En effet, si I'on suppose le repére R lié a (S,) on
e peut définir la position du point A, par rapport a
TR R, par le parametre angulaire 6 et I’abscisse x

D’efl—nltlo_ll_ (figure 8).
Les deux solides (S,) et (S;) ont une liaison pivot  ED appelant p le pas réduit de hélice (p =pas de
I’hélice divisé par 27) on a entre x et 0 la relation

glissant si, au cours de feur mouvement relatif, I P '
une droite D, de (S;) reste confondue avec une (dans le cas d’une hélice & droite) :

droite D, et (Sy)-
4

S2) i
b X0 J- _>y -
1 <
x 2.8. LIAISON GLISSIERE
rd 1S4) e E e —
Fig. 7 D,
N z
Mouvement relatif
—_— .. (S2)
Plagons I'axe (O, X ) du repére R(O, %, 7, 7 ) surles >
droites D, et D,. Le mouvement de (S,) par rapport 0,7 -
A (S,) se décompose en : 3 f—:’ y
__ rotation autour de (O, X ), Dy 2
__ translation suivant (O, X ). . x 45
2 (81
2.7. LIAISON GLISSIERE Fig. 9
HELICOIDALE

@ Les deux solides (S,) et (S,) ont une liaison glissi¢
& si, au cours de leur mouvement relatif, d’une pa
& un plan P, de S, reste confondu avec un plan
= de (S,), et d’autre part, une droite D, liée a (
%3 et située dans le plan P, reste confondue avec 1

! droite D, liée a (S,) et située dans le plan P,.

e

Fig. 8
Mouvement relatif
M“’J‘_ Plagons, I'axe (O, %) du repére R(O. %, ¥, 7)
Les deux solides (S,) et (S;) ont une liaison glissiére les droites D, et D,. Le moqveme'nt de (S;)
Slicoidale si, au cours de leur mouvement relatif,  rapport a (S,) est une translation d'axe (O, X )
>une part, une droite D, de (S,) reste confondue
vec l’axe Dy d’une hélice circulaire H, de rayon
liée & (S,), et d’autre part, un point A, de Sz
jtué 2 une distance r de D, décrit Phélice

2 circulaire H,.
2 9. LIAISON PIVOT

Mouvement relatif
‘ En positionnant I'axe (O, ¥ )durepére R(O, %, ¥, 7)

Les deux selides (S,) et (S;) ont une liaison |
si au cours de leur mouvement relatif deux p
A, et B, de (S2), distants d’une longueur I, re
confondus avec deux points A, et B, de
distants d’une méme longueur { (non nulle).

‘ sur les droites D, et D,, on constate que le
| mouvement de (S,) par rapport 2 (S,) se décompose
en:

__ rotation autour de (O, ),
_ translation suivant (O, ¥

10
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(84)

A, B, (S3)
x A, B,

@)

Fig. 10 Oy

Mouvement relatif

Plagons I'axe (O, X ) du repére R(O, %, ¥, 7 ) sur les
droites A,B, et A,B,. Le mouvement de (S,) par
rapport & (S,) est une rotation d’axe (O, ¥ ).

2.10. LIAISON ENCASTREMENT

(S2)

D,
D

Les deux solides (S,) et (S,) ont une liaison
encastrement si, au cours de leur mouvement
relatif, d’une part, une droite D, de (S,) reste
confondue avec une droite D, de (S,), et d’autre
part, un point A, de (S,) situé & une distance d
non nulle de D, reste confondu avec un point A,

de (S,) situé a une distance d non nulle de D,.

Fig. 11

Définition

Mouvement relatif

La liaison encastrement ne permet aucun mouve-
ment relatif entre (S,) et (S,).

2.11. SCHEMATISATIONS
NORMALISEES DES
LIAISONS

Dans le tableau de la figure 12 sont présentées les
schématisations planes et spatiales normalisées des
liaisons que nous venons d’étudier. Comme
précédemment, sur chaque liaison est placé le repére
orthonormé direct R(O, %, ¥, 7)

2.12. CHOIX D’UNE
MODELISATION DE LIAISON

D’un point de vue cinématique, une liaison réelle

entre deux solides (S,) et (S,) est caractérisée par :
— une géométrie (forme, dimension de la liaison),
— un jeu de fonctionnement.

EXEMPLE 1

Liaison entre un arbre (S,) et son alésage (S;).

Notons :

d le diamétre de 1’arbre.

! {a longueur du palier.

i le jeu radial dans la liaison (j>0).
Soit R(O, %, 7, 7 ) un repére orthonormé direct, I'axe
(0, %) étant placé suivant I'axe de I'alésage.
Les mouvements de (S,) par rapport a (S;) se
classent, compte tenu du jeu j, en deux catégories :
e Mouvements de grande amplitude :

— rotations autour de (O, X ),

— translation suivant (O, ¥ ).
o Mouvements de faible amplitude :

— rotations autour de (O, 3 ) et (O, 7),
0,7).

— translations suivant (O, 7 ) et
vi 0z -
B¢
I_, ) . | X
(S2) ﬂ
4
Fig. 13.

L’amplitude de ces mouvements dits de faible "

]
amplitude est fonction du jeu j et du rapport 7 de

la liaison.

Le choix de la modélisation d’une liaison réelle par
tel ou tel modele de liaison est fonction du degré de
précision que I'on décide d’adopter. Dans le cas
présent, si I'on suppose que I'ajustement est du type
H7g6, on considére généralement que l'on peut
modéliser la liaison, avec une précision suffisante
par :

!
— une liaison pivot glissant pour 321,5,

. !
— une liaison linéique annulaire pour ESO’Z'

1
Pour 0’2<E<l'5 la modélisation de la liaison sera

fonction du degré de précision que 1’on adoptera pour
analyser le mécanisme dont fdjt partie la liaison:

11
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SCHEMATISATIONS NORMALISEES
DES LIAISONS
I—
Liaison plane spatiale
y y
Oz
ponctueile
de normale
(©.7) S0
o] x x
e (S2)
z ‘ z
linéique
rectiligne yo (S2) (S2) S
d'axe (O, ¥) 2
de normale
0.7)
X (4] o y
(Sy) (S4)
z ox il WA
S
linéique (S2) o
annulaire o
d'axe (O, X) Y
Sy (Ch y
z z
yoO (S2)
rotule de (S2) o
centre O
X (S4 (o] (S1) v
X
2 g z (S2)
y© O x
appui plan S (S2)
de normale (Se) 2 ’%’
(0, 2) . o
X 7—0 [s) y
(S1) (S4) (1) y

Fig. 12.a.
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SCHEMATISATIONS NORMALISEES
DES LIAISONS
Liaison plane spatiale
r4
(S2)
. y o O x
pivot (S2) (S2) (s0)
glissant
d'axe (O, X)
- (84) o
x s x
z
Yo O x
glissiére (S2) (S2)
hélicoidale
d'axe (O, X) S

glissiére
d'axe (O, X)

pivot
d'axe (0,.X)

encastrement

(S2) S2) @ x

sn ©

(S2)

Fig. 12.b.
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Fig. 14

EXEMPLE 2

Montage de l'arbre d’une fusée de roue dans son
palier sur deux roulements rigides 2 une rangée de
billes (figure 14).

Globalement la liaison de 'arbre (S,) par rapport au
palier (S;) est modélisable, avec une précision
donnée, par une liaison pivot d'axe (0, ).

Cette liaison est réalisée avec deux roulements rigides
3 une rangée de billes (Ry) et (Ry)-

Considérons la liaison réalisée par un seul roulement
(R,) par exemple.
Modélisons la liaison entre la bague extérieure du
roulement et (S;) par une liaison encastrement ainsi

que la liaison entre la bague intérieure du roulement
et (Sz)

Reste a modéliser la liaison entre la bague intérieure
et la bague extérieure. Pour cela nous devons tenir
compte :

__ du rotulage possible du roulement, c'est-a-dire de
I’angle d’iniclinaison maximal que peut prendre I'axe
de la bague intérieure par rapport a I'axe de la bague
extérieure (angle noté a),

_" de la déformation de I'arbre, plus précisément de
I"inclinaison maximale que peut prendre I’axe de la
section droite située en A par rapport a la ligne
moyenne de P’arbre (angle noté B) (figure 15).

Suivant les valeurs relatives de a et B on adopte les
modélisations suivantes :

az=p: modélisation par une liaison rotule,

a < B : modélisation par une liaison pivot.

\

S mwl
Y iz tzzrety gy N i,

. as
* ﬂE
___.—,-,7,—,1{//«///,§';,;;7/,l7,/,7; L)

l////n////

\\§\W\\\\“
N
%

&

Définition
Le nombre de degrés de liberté d’une liaison

dant

le nombre de mou p der
tion et de translation suivant (0,%), (0,5
(0, £ ) que la liaison autorise.

EXEMPLES

__ La liaison ponctuelle est 2 5 degrés de liber
__ 1a liaison pivot glissant est 3 2 degrés de lil
__la liaison glissiére hélicoidale est a 1 deg
liberté car la translation et la rotation suivant
de la liaison sont proportionnelles.

REMARQUE

Lorsque deux solides n’ont aucune liaison «
qu’ils ont une liaison libre.
6 degrés de liberté.

Cette liaison

Pour définir la position d’un solide (S) par r
3 un repére R(O, %, 3, 7), il faut commenc
lier 2 ce solide un repére R (O, %, i & )ets
définir la position du repére R, par rapp
repére R.
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X1

Fig. 16

Le repére R, est caractérisé par son origine O, et
sa base (X’n il’ Z.I .

Nous devons donc définir la position de Vorigine
0, dans R et l'orientation de la base (,, 7, Z;) de
R, par rapport 2 la base (%, 3, 7 ) de R.

REMARQUE

Tous les repéres introduits sont orthonormés
directs.

4.1. PARAMETRAGE DE LA
POSITION DE L’ORIGINE O,

Les paramétres qui définissent la position d’un point
dans un repére sont habituellement :

— les coordonnées cartésiennes,

— les coordonnées cylindriques,

— les coordonnées sphériques.
Le type de coordonnées choisi est fonction du
probléme que Fon a 2 traiter (probléme a symétrie
de révolution autour d’un axe, probléme a symétrie
sphérique, ...).

4 .1.1. Coordonnées cartésiennes

=W e

Fig. 17

Les coordonnées cartésiennes x, y, z du point O,
sont les projections orthogonales du vecteur- OO,
sur la base du repére R.

Ces paramétres sont en nombre nécessaire et
suffisant pour positionner O, dans R.
Par suite, les paramétres x, y, z

Par sont dits
indépendants.

Imaginons que OO, soit une tige de longueur ! ayant
une liaison rotule de centre O avec un biti, et
supposons que pour la commodité des calculs on
soit amené A traiter le probléme avec les quatre
paramétres X, Y, z, .
Dans ce cas, les quatre paramétres introduits sont
liés entre eux par la relation :

x2+yr+ =P
Les paramétres x, y, z, | sont alors dits dépendants.
D’une fagon générale, si I’on définit la position d’un
point dans un repére par n paramétres (n=3), il
existe entre ces n paramétres, introduits & priori, q
relations indépendantes, telles que :

4 .1.2. Coordonnées cylindriques

Fig. 18

Soit

H la projection orthogonale du point O, sur le

1 plan (O, %, ¥ ).

i un vecteur unitaire de direction OH.

Les coordonnées cylindriques du point O, dans le

repére R sont :

r=0H: mesure3 algébrique de OH sur l'axe
(0,@).

0=(% ii ): angle orienté par le vecteur unitaire

7 normal au plan (%, & ).
z: Frojec;ion orthogonale de OO, sur laxe
0,7).

Relations entre les systémes de
coordonnées cartésiennes et
cylindriques

Si I'on définit la position du point O, par les cinq
paramétres x, y, z, r et 6, il existe entre eux
q =5-3=2 relations indépendantes.

Ces deux_relations s’obtiennent  en projetant le
vecteur OH sur X et ¥ :

x=r cos 0
y=rsin 6.
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4 .1.3. Coordonnées sphériques

Fig. 19

Soit

H 1a projection orthogonale du point O, sur le

plan (O, X, ¥ ).

i un vecteur unitaire de direction OH.

§ le troisitme vecteur unitaire de la base

orthonormée directe (7, &, ¥ )-

W un vecteur unitaire de direction 0O,.

Les coordonnées sphériques du point O, dans le

repére R sont :

r=00,: Enesure) algébrique de OO0, sur I'axe

0, w).

6=(X, i ): angle orienté par le vecteur unitaire
7 normal au plan (%, ).

¢=(% #): angle orienté par le vecteur unitaire
# normal au plan (Z, ¥ ).

Relations entre les systémes de
coordonnées cartésiennes et sphériques

Si 'on définit la position du point O, par les six
paramétres X, ¥, z, I, 0, @, il existe entre eux
g =6—3=3 relations indépendantes.

Ces trois_relations s’obtiennent en projetant le
vecteur OO, sur X, j et Z :

x=r sin ¢ cos 8
y=r sin ¢ sin 6
Z=rcos ¢

-

4.2. PARAMETRAGE DE
L’ORIENTATION DE LA BASE

(%1, V1, 21)
4 .2.1. Nombre de paramétres

indépendants positionnant un
solide dans un repére

Soient O,, O,, 05 trois points non alignés du solide
(S). Si I'on se donne la position des trois points 0,,

16

0,, O, de (S) dans R, la position de (S) dans R est
parfaitement déterminée, mais les neuf parameétres
introduits sont dépendants. En effet, il existe entre
eux les trois relations indépendantes suivantes :

0,0, =Cte
0,01 =Cte
"@l | =Cte.

Zy 141

(S) ﬁ 05
z (Ry)
(s}
R)

Xq
0.
y
(
¢

Fig. 20

En adoptant un raisonnement analogue 2 celui du
paragraphe 4.1.1., nous dirons que : le nombre de
parameétres indépendants qui positionnent (S) dans
R est égal au nombre de paramétres introduits a
priori (9) moins le nombre de relations indépendan-
tes entre ces parametres 3).

Par conséquent, le nombre de paramétres indépen-
dants qui positionnent (S) dans R est de 9-3=6.
Trois paramétres sont nécessaires pour définir la
position de O; dans R.

Par suite, il faut et il suffit de trois paramétres
indépendants pour orienter la base gf., Vi, 7)) du
repére R, par rapport 4 la base (%, ¥, 7 ) durepere R.
Les trois paramétres choisis habituellement sont les
trois angles d’Euler.

"4.2.2. Angles d’Euler
z
Zy
Y1
0
A

u
D
Fig. 21. Angles d’Euler

X4




Modélisation et paramétrage des mécanismes

Plagons les six origines des représentants des
vecteurs libres ¥, ¥, Z, X, ¥,, Z, en un méme point
A (figure 21).
Soit D la droite d’intersection des plans (A, %,, ¥,)
et (A, % 7). . . .
Soit # un vecteur unitaire de direction D. Les trois
angles d’Euler sont les suivants :

¢=(X%, & ) : angle orienté par 7,

0=(Z, 7,) : angle orienté par #,

¢ =(i, X,) : angle orienté par 7,.

Vocabulaire

Ces ‘trois angles qui sont utilisés dans I’étude du
mouvement gyroscopique portent les noms
suivants :

@ : angle de nutation,

¢ : angle de rotation propre.
La“droite D est appelée axe nodal ou ligne des
neeuds.

{ ¢ : angle de précession,

Bases intermédiaires

On peut considérer que ces trois angles correspon-
dent 2 trois rotations planes successives, qui
permettent de faire coincider la base (%, 7, 7 ) avec
la base (X, ¥y, Z,), ce qui définit au passage deux
bases intermédiaires, orthonormées directes
(figure 22).
Premiére rotation

Rot(Z, v)
x¥V7T) — (&5 7).

Deuxiéme rotation
Rot(#, 6)
) ——

(%77

Troisiéme rotation
Rot(Z. ¢
e

)
(“, w, Zl) e (xh Y5 Z,).
La base (i 9,7 ) est appelée premiére base
intermédiaire.
La base (& #,7,) est appelée deuxime base
intermédiaire.

REMARQUE

I Les angles i et ¢ ne sont plus définis lorsque
6=0.

4.23. cas particulier : Solide linéaire
rectiligne

Soit un solide (S) que I'on peut assimiler & un
segment de droite 0,0,.

Fig. 23

Soit (O,, z’,) un axe lié a (S) de support 0,0,. Par
un raisonnement analogue 2a celui tenu au
paragraphe 4.2.1., on montre aisément que la posi-
tion de (S) dans R est fonction de cinq paramétres
indépendants.

Fig. 24

Trois paramétres sont nécessaires pour positionner
le point O, dans R. Il en reste donc deux pour
orienter (S) autour du point O,. On choisit générale-
ment deux angles dans I'un ou I'autre des paramé-
trages suivants :

— Angles d’Euler ¢ et 6.

La droite D est Iintersection du plan (O,, %, § ) avec
le plan perpendiculaire en O, a 7, (figure 23).

— Angles 0 et ¢ du paramétrage sphérique d’un
point (figure 24).

Fig. 22. Bases

intermédiaires

14}




Un schéma cinématique de mécanisme est un
schéma qui doit, non seulement, permettre la
compréhension _des différents mouvements du
mécanisme, mais aussi comporter le paramétrage
des différents solides qui le constituent, en vue des
calculs de cinématique, d'efforts, de cinétique...,
que 1'on peut avoir a faire sur ce mécanisme.
Pour établir ce schéma, & partir du dessin de
définition du mécanisme, il faut :

I
5.1. MODELISER LES LIAISONS
DU MECANISME

Chagque liaison doit étre modélisée globalement, de
facon 2 ne faire apparaitre sur le schéma cinémati-
que que les liaisons qui sont strictement nécessaires

3 la compréhension du fonctionnement du méca-
nisme et 2 son paramétrage.

EXEMPLE 1

Plusieurs pieces ayant entre elles des liaisons encas-
trement peuvent étre modélisées par une seule piece.

Définitions

Deux piéces n’ayant aucun mouvement relatif sont
dites cinématiquement équivalentes.

Par suite, un ensemble de pieces cinématiquement
équivalentes constitue une classe d’équivalence
2 cinématique.

Notations

Si on note, par exemple, la classe d’équivalence
cinématique par le puméro 3 on peut repérer les
piéces appartenant 3 cette classe d’équivalence par
tes numéros 30, 31, 32, ..., 39.

EXEMPLE 2

Par contre, si I'on veut étudier en détail le montage
de cet arbre dans son palier, il faudra établir un
schéma cinématique mettant en évidence les modeles
de liaison relatifs au montage de chaque roulement.

e
5.2. POSITIONNER LES LIAISONS

7

NORMALISEES ET LES
SOLIDES SCHEMATISES

On place sur le schéma cinématique les différentes
liaisons symbolisées, suivant la norme, dans la
position relative qu’elles ont sur le dessin de
définition, et on les relie par les solides schématisés

-

5.3. PARAMETRER LA POSITION
DES SOLIDES SCHEMATISES

Pour cela, commencer par lier aux solides de
reperes (orthonormés directs) en tenant compte de
liaisons que ces solides ont entre eux, de fagon
simplifier le paramétrage. Ensuite, définir de
paramétres de position entre ces différents repére:

REMARQUE

Faire des schémas de telle facon que 1
projections  des vecteurs sur les axes soie
positives, et que les angles entre les vecteu

. . T o
soient compris entre 0 et 7 (le cas échéar

modifier la position relative des piéces), dans
but de pouvoir s’'aider par la suite des schém
pour calculer les projections de vecteurs et

produits vectoriels.

EXEMPLE

Soit :
R(O, %, ¥, ) un repére orthonormé direct.
i . un vecteur unitaire perpendiculaire a
Posons : a={% ).
M : un point tel que : OM= rit, r algébrique.

Si le montage de l'arbre dans un palier, sur deux
roulements, de I'exemple 2 du paragraphe 2.12 est
considéré comme faisant partie d’un mécanisme, il
sera modélisé par une liaison pivot.

Sur la figure 25a, @ et r sont positifs.
— La projection orthogonale de OM sur X esté

A: rcosa
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C’est plus évident sur la figure 25a que sur la
figure 25b dans laquelle r<0.

— Le produit vectoriel X Al est égal 4 : sin aZ.
C'est plus évident sur la figure 25a que sur la
figure 25¢ dans laquelle a <0.

EXEMPLE

Soit le réducteur dont le dessin d'ensemble est donné
figure 26. L’engrenage est cylindrique droit & profil
en développante de cercle, d’'angle de pression

a=20° y \
S,
A+
8 A —(L1o)
=t (L)
+
X
(L20) 0 -
FH I+
[O]
° S 72

Pour établir le schéma cinématique de ce réducteur,
considérons qu’il est constitué de trois classes
d’équivalence cinématique représentées par (S,;),
(S,) et (Sp).

Soit R(O, %, 7, 7 ) un repére orthonormé direct 1ié a
(Sy), placé comme I'indique le dessin.

Modélisons les liaisons entre ces solides de la fagon
suivante :

Lo : liaison pivot d’axe (A, X ).

Ly : liaison pivot d’axe 20, ).

Ly, : liaison linéique rectiligne d’axe (I, ¥ ) et de
normale orientée suivant la droite de pres-
sion de I'engrenage.

Dans ces conditions nous pouvons réaliser le schéma
cinématique du mécanisme (figure 27).

La schématisation d’une liaison linéique rectiligne
entre les roues d’un engrenage est celle indiquée par
le schéma.

Effectuons maintenant le paramétrage du schéma.
Soit R(A, %, 3,, Z,) un repére lié a (S;) posons :
9, =(—i V1)

Soit Ry(O, X, ¥,, 7,) un repére lié a (S,) posons :
02=(Fy y‘z)

Le schéma cinématique ainsi réalisé est complet, il
est prét a étre utilisé pour des calculs de mécanique.

REMARQUE

1l arrive parfois que l’on prenne quelque liberté
avec la normalisation des liaisons pour simplifiet;:
ou pour rendre plus explicites, les schémas~ -
cinématiques.

_®
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wi’ncidergl'\\t avec 1, 2 une certaine date, si les arc
orientés 1B, et 1B, sont égaux.
—
Or IB,=r6,
—~
et IB,=—ry8; (8;<0 sur la figure).
Par suite, la loi «entrée-sortie » du mécanisme est :

Un sens de parcours de la chaine cinématique étant
fixé dans un mécanisme, on appelle loi «entrée-
sortie » de ce mécanisme, la relation qui existe entre

les paramétres de position de la piece d’entrée et
les paramétres de position de la piece de sortie de

ce mécanisme.

Application A SAVOIR
Eelt’::;m"s ': lés. r:“ ré imit‘isrt; ud . h 1. Les mouvements relatifs dans les liaison
l,:“gren;;;: (f't:;ure 28)y ons primitifs des deux roues de  gigmentaires : ponctuelle, linéique rectiligne, linéi
que annulaire, rotule, appui.plan, pivot glissant
Y glissiére hélicoidale; “glissiere, pivot. . :

2. Les coordonnées.. cartésiennes. (x, ¥, 2), le
coordonnées ' cylindriques -(r, 8;:2); es coordor
nées, sphiériques: (7,
entre ces différents’ systéme;

1

[O]
x
x
Yy =r;sm . Sind
: 7 =1COS ¢@.
Fig. 28 =z [¢] 3. Les angles -d’Eule ) ainsi que
Les cercles primitifs de engrenage roulent sans glisser fieflmtl'or.l , ot la: 0 -des  bas
intermédiaires. -

Pun sur Pautre, par conséquent les points B, et B,

PROBLEME RESOLU

Le dessin d’un mélangeur est donné figure 29.
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——

Le moteur entraine I'arbre (S,) qui communique
son mouvement au bras mélangeur (S,) par
P’intermédiaire d’un systéme roue et vis sans fin.
La vis est 2 un filet & droite et la roue 4 n dents.
(S,) prend appui sur (S,) par I'intermédiaire de
(S5), et sur (S,) par I'intermédiaire de (S;).

QUESTION 1

Etablir un sché inématiq patial paramétré
de ce mécanisme.

REPONSE

En décrivant la chaine cinématique du méca-
nisme modélisons les liaisons et définissons en
méme temps les bases intermédiaires (figures 30
et 31).

Soit R(O, %, ¥, 7 ) un repére lié a (S,) tel que
(O, ¥) soit suivant I'axe de roue (S,) et ¥ de
méme direction que 1’axe de la vis (S,). L origine
O est placée dans le plan de section droite de
(S,) contenant le centre C de la rotule (S;).
Les liaisons sont les suivantes :

— Entre (S,) et (S,) : liaison pivot d’axe (B, ¥ ).
Soit R, (B, %, 3, Z;) un repére li 2 (S, ). On pose

5

a=\2,2,)

hanc=A

Z2

— Entre (§,) et (S,) : (S)) et (S,) constituent un
engrenage.
— Entre (S,) et (S;) : liaison rotule de centre C.
Soit R, (0, %,, 7, 7,) un repére 1ié a (S,) tel que
le point C soit sur I'axe (O, 7;). On pose :
B =(i Z )

Z2
C B (0 4
B Y = (o]
Xz
Ya
22 Y3 > y
Z3
C
6
Y
[o] D v x Xa
O x3 . Qz
Fig. 31

D= '
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__ Entre (S,) et (S,) : liaison pivot glissant d’axe
CD.

D est un point fixe sur Paxe (O, ¥ ).

Soit Ry(D, %,, ¥, 3) le repere tel que Z; soit
dirigé suivant DC. On pose : y=(F, J:). v est
un angle constant.

— Entre (S,) et (Ss) : liaison pivot d’axe (D, ).
Soit(R4 Lf,,, ¥4 7 ) un repére lié a (Ss). On pose :
0 =(X, x4)-

_. Entre (S,) et (Ss) : liaison pivot d’axe (D, %,).

REMARQUES

— On passe de la base du repére R a la base
du repére R, par une rotation autour de ¥,
vecteur unitaire de R, et de la base du repere
R, 2 la base du repére R; par une rotation
autour de X,, vecteur unitaire de R,. Ces bases
se déduisent donc bien les unes des autres par
rotation autour d'un vecteur unitaire de la
précédente.

— Les bases intermédiaires sont enticrement
définies par les figures planes de la figure 31.
Il est donc préférable de ne pas porter tous
les vecteurs unitaires sur le schéma cinémati-
que de la figure 30 sinon celui-ci deviendrait
vite inextricable.

QUESTION 2

Déterminer la loi «entrée-sortie > du mélangeur.

REPONSE

La piéce d’entrée du mécanisme est (S)),
paramétrée par a, et la pi¢ce de sortie est (Ss),
paramétrée par 6. Il s’agit de trouver la relation
entre ces deux paramétres. Pour cela, remar-
quons que le paramétrage de la position de (S,)
par rapport a R s’établit a partir des paramétrages
de (S,) et (S;) et que le paramétrage de (Ss) se
fait directement par rapport a R.

Les positions de ces différents solides sont
parfaitement déterminées, mais la continuité de
la chaine cinématique entre (S,) et (Ss) n’a pas
encore été exprimée. Clest en écrivant, qu’a

chaque instant, I'axe CD du bras du mélangeur
(S,) et I'axe (D, £,) de la liaison pivot entre (S4)
et (Ss) sont perpendiculaires qu’on obtient la loi
«entrée-sortie » du mécanisme.

Soit 73X, =0.
Pour effectuer ce produit scalaire cherchons les
composantes de 73 et de %, dans la base de R.
Fy=—sinyy +cos yZ>

=—sinyJ +cos y (sin X +cos B7)

=cos ysin % —sinyy +cos ycos B7
et ¥,=cos X +sin 6 §.
La loi «entrée-sortie» s’écrit donc :

cos @ cos y sin B —sin @ sin y=0.

En regardant la construction du mécanisme on

constate que 7y est différent de —g et que 6

. . . K P
n’atteint jamais la valeur 15. Par conséquent
divisons les deux membres de I’équation précé-
dente par cos 6 cos vy, d’oil

sin B=tg 0 tg y.
1l ne reste plus qu'a exprimer B en fonction de

a. La vis est a un filet d droite et la roue a n
dents.

Alors : B =2
n
si on suppose que =0 lorsque a=0.

Finalement la loi «entrée-sortie » s’écrit :

I 4
sin —=tg 0 tg v.
n

REMARQUE

Si la vis est a gauche B diminue lorsque

a a
« augmente, donc dB = o et B=——.
n

CONSEILS POUR LA RESOLUTION
b1 5{?5 A % _1&1‘%‘?@!‘,‘2
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EXERCICES AVEC REPONSES

plateau dans le bati d’un montage d’usinage, par
I'intermédiaire de I'arbre 5

z )

1 — Laéq;ure 32 représente le guidage en rotation du

Fig. 32.

QUESTIONS

1° Modéliser la liaison entre le plateau
2° Modéliser les liaisons entre I’arbre
inématique du

3

3° Concevoir le

et arbre 3
et le biti 5
REPONSES

1° Le plateau est centré et épaulé sur I’arbre. Des vis
représentées par les traits d'axe permettent de réaliser
a partir de cette liaison pivot une liaison encastrement.
2° Le guidage de I'arbre dans le bati est réalisé a I'aide
de trois liaisons élémentaires.

a) L’angle de rotulage du roulement a bille
supérieur a la déformation angulaire de 'arbre

A-A

(D o

B
—

y

5 2 o 4
—8 E‘IB ’

T35

liaison est donc modélisable par une liaison linéique
annulaire de centre A et de direction 7.

i

7

Fig. 33.

b) En suivant le méme raisonnement, la liaison entre
I'arbre et biti réalisée par I'intermédiaire du
roulement est modélisable par une liaison linéique
annulaire de centre B et de direction 7.

¢) Le coussinet @ 1ié a la roue a rochet @ elle-méme

liée a I'arbre par I'intermédiaire dge |’entretoise et de
la bague intérieure du roulement @, est en liaison appui
plan de normale (C, 7 ) avec la plaque d’appui o liée

au bati.
3° L'association de ces trois liaisons crée une liaison

pivot unilatérale d’axe (0, z°) et dépend donc du sens
des efforts.

2 — La figure 34 représente un mécanisme utilisé dans
les silos a céréales permettant d’actionner un trieur
grains.

<
\‘.\\\\&\\\\\\\Y& i
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Un moteur électrique entraine I'arbre @ d’un mouve-
ment rotation uniforme. Par I'intermédiaire de la
bielle (2 ), le coulisseau @‘esl animé d’'un mouvement de
translation alternatif.

QUESTIONS

1° Modéliser les liaisons.

2° Concevoir les schémas cinématiques spatial et plan du
mécanisme.

3° Paramétrer le schéma cinématique plan en précisant
les bases intermédiaires.

4° Etablir la loi «entrée-sortie», on pose : AB=d,
AG=h, et a le rayon de la manivelle BE.

REPONSES

1° a) Bati @ - arbre @: pivot.

b) Biti @ - bielle @ : pivot.

c) Bielle @ - noix o : glissiére.

d) Noix @ - arbre o : pivot glissant.
e) Bielle @ - noix o : glissiére.

f) Noix @ - arbre o 3
g) Arbre @ - bati o en C : linéique annulaire.
h) Arbre @ - bati @ en D : linéique annulaire.

20 Les schémas cinématiques sont représentés figure
35 et 36.

Schéma spatial :

pivot glissant.

Fig. 35
Schéma plan :
Yo
D \ C
Az
Y1
[©]
Zo

Fig. 36

3° Soit le repére Ro(B, %o, Jo» Zo) lié au béti @ et le
repére R, (B, %, 1, Zo) 1ié & I'arbre d’entrée (1) tel que
I'axe (B, X,) soit dirigé suivant BE. L’angle 6 = (%, %)
déﬁnitlaposiliondeéparrapporté . Le déplacement
du coulisseau par rapport au béti est défini par
GF = xo.

4° La loi «entrée-sortie » est :

a cos 6
=

“"d+asing

3 — Soit R(O, %, 3, 7 ) un repére lié & un bati (Sq)
(Figure 37).

A ) @

(R)
x

Fig. 37

Une tige (S) d’extrémités A et B a deux liaisons en A
et B avec (So). La liaison en A est linéique annulaire
d’axe (A, 7 ) et la liaison en B est ponctuelle en un
point quelconque du plan (O, %, § ).

QUESTIONS

1° Déterminer le nombre de paramétres indépendants

ires au positi t de (S) par rapport a (So)-
2° Choisir ces paramétres et préciser les bases
intermédiaires.
REPONSES

1° 1 faut cinq paramétres indépendants pour position-
ner un solide linéaire rectiligne par rapport & un repére.
Mais les liaisons que (S) a avec (So) réduisent ce
nombre de paramétres.

Notons (xa, Ya, 2a) €t (xp, ¥p, 28) les coordonnées
cartésiennes des points A et B, respectivement, dans R.
La liaison linéique annulaire impose les conditions :
x5=0 et yo,=0.

La laison ponctuelle impose la condition : zg=0. Par
suite, le nombre de paramétres indépendants position-
nant (S) par rapport 2 (S,) est égal & 5 moins le nombre
de relations indépendantes imposées par les Haisons
c’est-a-dire 5—3=2 paramétres indépendants.

20 Choisissons deux angles pour définir la position de
(S) par rapport a (So)-
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Fig. 38.

Soit Ry (0, %), ¥, 7 ) le repere tel que I'axe (O, X, ) soit
dirigé suivant OB.
Posons a = (%, %,).

Z3 =
A
X B o}
14
xo &R '
Fig. 39.

Soit R, (A, X,, 71, %) le repére tel que I'axe (A, %,)
soit dirigé suivant AB.

@9

P30 08

Posons : B =(Z, 7;).

Les deux angles a et 3 définissent la position de (S)
par rapport a (Sg). Les bases intermédiaires sont bien
mises en place, en effet :

. Ret(a® .

(£%7) — (F.5,7)
e . Rot (8. 5)) P
(5. 7.7) — (% ¥ )

4 — La figure 40 représente le régulateur centrifuge du
systtme DIRAVI CITROEN entrainé a partic de_la
boite de vitesses par un flexible monté sur I’arbre 5
Ce systéme permet de «durcir » la direction en fonction
de la vitesse du véhicule.

QUESTIONS

1° Modéliser les liaisons (excepté le limiteur de couple
constitué des piéces (22), @, @, @, que 1’on suppose
liées a Parbre (20)).

2° Tracer le sché inémati correspond
les de piéces ciné

numéro de classe d’équivalence.
sera repéré par 9.)

t. Repérer
lies par leur
: {90, 91, 92}

(Exemple

3° Paramétrer la position d’une masselotte par rapport
au bati.

Z

N

|

i
N

R

N

!
“5

N

i
N

S

J
=

Y

@ @6 @ @ @ @

[
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REPONSES 5— Le joint articulé dit de CARDAN permet de

" . P transmettre une puissance entre deux arbres concou-

= - W . z . s .

! a.) Ba"@ arbreparl intermédiaire duroulement rants (angle de brisure  <45°). Son schéma cinémati-
: rotule. que est donné figure 43.

b) Bati @ - arbre par l'intermédiaire du
coussinet @ : pivot glissant.

c¢) Arbre - fourreau @: encastrement.

d) Fourreau @ - masselottes : pivot.

e) Masselottes - glace de butée %: ponctuelle.

f) Glace de butée @ - butée 2 billes : appui plan.
g) Butée a billes @ - ressort @ : appui plan.

h) Ressort @ - levier @ : appui plan.

i) Levier - bati o : rotule.

j) Levier - tige : rotule.

k) Tige - tiroir distributeur @ - rotule.

1) Tiroir distributeur @ - bati @: pivot glissant.
m) Glace de butée @ - arbre @ : pivot glissant.
2° Le schéma cinématique est représenté figure 41.

8
L'arbre d’entrée (S;) est relié & I’arbre de sortie (S)

il 1\ ) =
] par un croisillon (S;).
= L(O l l o

Fig. 43

v, Xz QUESTIONS
B
O_ 1° Paramétrer le mécanisme, en précisant les bases
A intermédiaires.
2° Déterminer la loi «entrée-sortie ».
[©]
z .
5 HAA AL L REPONSES
2 0 T x ° .
[} V V l 1° La relation entre 6,(f) et 6,(t) est obtenue en

exprimant que &,+d,=0.
Pour cela, utiliser les bases intermédiaires définies sur
la figure 44.

a, z Fig. 44
2 1
0y
Fig. 41
3° Soit R(O, % ¥, Z) un repére lié au bati (1), I'axe
(0, ¥ ) étant placé suivant I'axe de I'arbre B yo
. > o = o 92 B X
Soient R, (O, %, ¥i, z.) un repére lié a I'arbre e et :
R, (A, %y, V2, 7)) un repére lié a la masselotte o tels 7
que (A, 7,) soit placé suivant I'axe de la liaison pivot b2
entre @ et @, et que I'axe (A, %,) passe par le centre (3
de gravité B de la masselotte :
0,=(5. 5
Onpose:{l ({{') vo
6,=(%, %) u 8,
z7\ . A? ¥2 Y1 as
NS4 B8 2 2° La loi entrée-sortie est :
0.
o 0 A 2 tg §,=cos a tg 6;.
x O z; © x
Si cos 8,#0 et cos 8, #0.
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6 — Les figures 45 et 46 représentent un joint de
OLDHAM permettant de transmettre une puissance
entre deux arbres paralléles.

Fig. 45

(
\

Fig. 46
QUESTIONS
1° Modéliser les liaisons.
2° G un sché que paramétré.

Préciser les bases intermédiaires.

3° Montrer que ce joint articulé est homocinétique.

7 — Soient les trois liaisons, entre deux solides (S;)
et (S,):

a) Liaison linéique rectiligne entre un demi-cylindre de
révolution (S,) et la surface plane (S;) (fig. 47a).

b) Liaison ponctuelle entre un disque de faible
€paisseur (S,) et la surface plane (S,) (fig. 47b).

¢) Liaison ponctuelle entre une toupie (S,) et la surface
plane (S)) (fig. 47¢).

QUESTIONS

1° Déterminer le nombre de paramétres indépend

(S4) 5

(a)

() :

(Sz)

/s

()
Fig. 47

8 — La figure 48 donne le dessin d’ensemble d’un petit

moteur & vapeur pour modgle réduit.
Le déplacement du piston dans le cylindre @ permet

par lintermédiaire d’un systéme bielle manivelle
d’obtenir larotation de ’arbre par rapportau bati @

QUESTIONS

Pautr s au p d’un solide par rapport 3 | o Moggliser les linisons entre les différentes pices.
utre. .

o . . L. 2° Etablir le schéma cinématique du mécanisme.

2° Choisir ces paramétres et préciser les bases o e < i R .
intermédiaires. (Si les paramétres choisis ne sont pas 3 Def',““' les bases intermédiaires et choisic le
indépendants, donner les relations qui existent entre ces parameétrage.

paramétres.)

4° Etablir la loi «entrée-sortie ».
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@ 12H8p7 7 6 3
& 4
4
B-B
I —iE 5
S 6HBg7
J 6H8g7
& 4HBg7" § N\ N ENRY ™ Heg7*
] SN\ Q .
JR— = — .
| — i
T T wegr W | - X fc
Hi . AN
c d i @ 6HBg7
Fig. 48
Collage époxy.
1 1 | piston XC 42 Chromé 9—_Le dessin qllF\E machine d’essai de fatigue en
flexion est donné figure 49.
10| 1 |Volant E 24 Chromé Les éprouvettes sont fixées a I'une de leurs extrémités
: au support et appuyées a I'autre sur le béti par
9| 1 |Téton XC 42 Chromé I’intermédiaire des axes .
8| 1 |Arbre XC 42 Chromsé Un rfxote‘ur électriv\qu‘e.non représent«.é sur le des§in
entrainel’arbre al’aide d’une transmission par poulies
7| 1 |Rondelle M6 Polyamide courroie -
6 1 | Palier UE9P
51 1 |Ressort (& fil=0,8)
4 | 2 |Anneau Truarc «<E»
311 [piver XC 42 QUESTIONS
- " 1° Modéliser les liaisons entre les différentes pieces.
2| 1 |Cylindre UE9P Polissage h ) ) L ,
2° Etablir le sch que du
1} 1 | Bati E 24 Nickelé noir 3° Définic les bases intermédiaires et choisir le
éts B
Rp | Nb | Désignation Matiére | Obs. parametrage .
4° Etablir la loi «entrée-sortie ».
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36
o=
|__ 37

Fig. 49
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mécanismes d’entrainement similaires a la figure 50.
L’arbre d’entrée @ entraine en rotation la biclle @ au
moyen d’un_excentrique. Le mouvement est transmis
4 la piece guidée par I’ensemble K @

L’arbre de sortie est entrainé par la piéce @ au
moyén d’'une roue libre. La variation de vitesse est
obtenue par translation du support .

28 |Vis CHe 8 50 | Vis CHe 0
M 8-6: M 4-10
27 |Rondelie 8 4| Plaque 1 7 | As0
M 8 48 | Rondeile 3
26 |Cale a1 26U
25 |Axe i 3 4 | Vis CHe 3
54 Govop 7ia i M 618
ép.5-40 4% | Chapeau 2 E)
23 |Eprov. 4 45_{ Roult 6201 2 23210 |
22 |Rondelle 3 | Axe i 3
M8 N T | Vis CHC T
21 |Vis CHe 3 M58
83 42| Butée 4 Stubs @4
20_|Berceau 1 4 |41 | Vis CHe 5
19 [Goupille 3 R 665 M 820
|conique 4 | Lame ] s
18 [Axe 1 3 39 | Anncau 16
17 |Vis CHe 8 élast. 5X0.6
M 510 38 | Axe 8 s Stubs &5
1 ?i:?min( ! : & Bl [
36 | Plaque de 1 H
15_[Chape 1 2 Sene
14 1Vis CHe ! 35 | Vis CHe 2
M 3510 M 1670
13 |Axe 1 2 Stubs @15 3% | Support [ B
12 {Bague int 1 TRI2X [5X22.5 des lames
INA Ty 33 | Socle 1 s
11 {Douille [
bk AL
10_{Noix 1 2 |Z200C 13] TH970Rev 260 deneastat
9 [Coulissean] 1 T A 30 | Plaque T 7
8 {Platcau i de serrage
7 |Carter pmma 29| Palier 4 SY 25 I
6 {Axe 1 Désign. o° de | Nat.Et.[  Traitement
5 {Bague Repteel e | Nombe L] e o Observ.
|darrét B . | Matidre| thermique
4 [loint 2 25405
3 [Support 2 pmma collé sur 7
lde_joint
7 |Poulie T 30L 075
criée
T [Courroie 1 0L 075
crtée
Re-| Désign. n°de Nat. Etat| Traitement | BrutFini
N [Nombre| . . ) Observ.
pére | abrégée dess. | Matiére thermique Poids
10 — Un variateur GUSA est constitué de trois QUESTIONS

1° Modéliser les liaisons entre les différentes piéces.
2° Etablir un sché inémati

3° Définir les bases intermédiaires et choisir le
paramétrage.

4° Etablir la loi «entrée-sortie ».

spatial du




Vecteurs position,
vitesse et accélération
— d’un point d’un solide

Savoir calculer le vecteur vitesse d’un point d’un solide est
utile, par exemple, pour établir la relation entre la vitesse
d’entrée et la vitesse de sortie d’un mécanisme.

Savoir calculer le vecteur accélération d’un point d’un solide
est indispensable pour appliquer le principe fondamental de

la dynamique.

Avant de définir ces deux notions de vecteur vitesse et de
vecteur accélération, nous introduirons la notion de vecteur
position d'un point d’'un solide, aprés avoir indiqué au
préalable la fagcon de mesurer le temps.

La notion d’écoulement du temps, de maniére
réguliére et irréversible, est donnée a I’observateur
par des mouvements particuliers appelés horloges.

EXEMPLES

1. Mouvement d’un balancier de pendule.

2. Mouvement de certains astres.

3. Oscillations d’un quartz, entretenues électrique-
ment (horloges a quartz).

4. Oscillations d’atomes de césium dans le vide
(horloges atomiques).

On mesure le temps en représentant |’état de
I'horloge sur un repére 4 une dimension, appelé
repére de temps, orienté dans le sens de la
succession des événements dans le temps.

Chaque point de ce repére est appelé instant.
‘L’abscisse de I'instant est appelé date (généralement
désignée par la lette t).

La durée entre deux instants (1) et (2), (1) précédent
(2) dans I’ordre chronologique, de dates t, et ¢,, est
la différence t,— ¢, (figure I).

instants 1) )

Fig. 1

i t t
dates

L’unité de durée est la seconde.

La  définition de la seconde adoptée par la
3¢ conférence générale des poids et mesures en
1967 est la suivante :

Définition
La seconde est Punité de mesure du temps
équivalant a la durée de 9192631770 périodes de .-
la radiation correspondant 2 la tr entre les

deux niveaux hyperfins de P’état fondamental de;;
I’atome de césium 133. -

REMARQUE

Le césium a été découvert en 1861 par Bunsen
et Kirschhoff, grdce a I’analyse spectrale. C’est
un métal alcalin analogue au potassium, mou,
jaune pdle, de densité 1,9, fondant a 28 °C et
bouillant a 670 °C.

Notons ¢ la variable qui mesure le temps.
Soit (S) un solide en mouvement par rapport & un
repére R(O, %, ¥, 7).
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Au cours de ce mouvement, un point P(¢) quelcon-
que du solide (S) décrit dans le repére R une courbe
(C) appelée trajectoire du point P(¢) dans le
repére R.

Définition
ELe vecteur position du point P(¢) du solide (S),

dans le repére R, 2 la date ¢, est le vecteur OP (¢),
ou O est ’origine du repére R.

3.1. DEFINITION

i Le vecteur vitesse du point P(¢f) du solide (S) par

apport au repére R, a la date ¢ est la dérivée
par rapport ¢, pour un observateur lié au repére
R, du vecteur position OP (¢).

V@R = [&d_r op (t)]

R

REMARQUE

La variation de OP (1), que la dérivée représente,
est étudide par rapport a un observateur lié au
repére R. :

3.2. INTERPRETATION
~ GEOMETRIQUE

En reprenant lé définition de la dérivée d’un
vecteur, V (P/R) s’écrit :
OP(t+At)-0P(1)

At

(At représentant un petit accroissement de la
variable t). Or

OP(t+Af)—OP(£)=P()P(t +At).

V(P/R)= lim
Ar—0

Lorsque At — 0, la direction du vecte
P(t)P(s +At) tend vers la direction de la tangen
ala trajectoire (C), au point P(¢). Le vecteur vites
V(P/R) a donc méme direction que fa tangente
la trajectoire (C), au point P(f).

3.3. UNITE

La norme du vecteur vitesse est homogéne a u
longueur divisée par un temps. Si la longueur ¢
exprimée en métres (m) et le temps en second
(s) la norme du vecteur vitesse s'exprimera
métres par seconde (m/s).

4 .1. DEFINITION

# Le vecteur accélération du point P(£) du sol
(S), par rapport au repére R, a la date 1, est
dérivée par rapport a f, pour un observateur
¥ au repére R, du vecteur vitesse V (P/R).

T @r)= [% Ve

R

4 2. INTERPRETATION
GEOMETRIQUE

V (P/R)

T(P/R)
B(t)
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Soit A un point quelconque du repére R.
Soit (H) la trajectoire du point B(¢) défini par
AB(t)=V(P/R)

alors
d—
T(P/R)=[a AB(t)] .

Par suite, et par analogie avec ce qui a été fait pour
le vecteur vitesse, on en déduit que le vecteur
accélération I(P/R) est un vecteur de méme
direction que la tangente a la courbe (H), au point
B(t).

L(a )courbe (H) est appelée hodographe du vecteur
vitesse V(P/R), relatif au point A.

4.3. UNITE

La norme du vecteur accélération est homogéne a
une longueur divisée par un temps au carré. Si la
longueur est exprimée en métres (m) et le temps en
secondes (s) la norme du vecteur accélération
s’exprimera en métres par seconde carré (m/s?).

i =

Pour faire, par la suite, simplement ce calcul,
mettons en place la relation qui existe entre la
dérivée d’un vecteur U(f) dans la base du repére
R(0O, %, 7, ) et la dérivée de ce méme vecteur dans
la base du repére R, (0, ¥,, §,, 7;). Autrement dit,
cherchons la relation qui existe entre
[d_lj(t)] [dﬁ(t)

et — .

dr Jg dt g,
Pour cela, exprimons U (t) dans la base du repére
R,, posons
Ut)=a(t)X,+b() ¥, +c(t)7,.

Avant d’établir cette relation dans le cas général,
commengons par traiter le cas particulier ott 7 =7,.
Ce cas particulier concerne tous les mouvements
plans, mouvements que 1’on rencontre trés souvent
dans les mécanismes simples (engrenages, bielle-
manivelle, etc.) et également les mouvements tels
que le mouvement hélicoidal.

5.1. CAS PARTICULIER 7 =7,

Dans ce cas l'orientation de la base de R, par
Tapport a la base de R est définie par un seul

a(t)=(f, X )

Yy
Y1
Xy
0] a(t)
4 X
Fig. 5

d —
Calculons [E; U(t)]R :

d - d
—Ut] =[— %, + by, + ’]
[dt ()R dt(ax. 37 (:z)R
- dix; - [dy’.]
=a'f+a|=2| +b5,+b |2
<lat "[dz]R LeIakd rril
- dz’]
+c'f | —
cz C[d!
_dc
dr’

R
d db
a=2 p== o

avec , »
det dt

dZ - .
le vecteur [—] est nul car 7 est fixe dans la base
R

dt
de R.
Le vecteur a'¥, +b'y, +¢'Z présente la dérivée du
vecteur U(¢) dans la base de R,.
Par suite :

5] -yl o] o, o

Calculons maintenant [ﬁ] .

de Ig
L’orientation de X, dans R est fonction de I’angle
a(t). Par conséquent, ¥, peut étre considéré comme
une fonction de ¢ par I'intermédiaire de I’angle a(t),
soit %[ a(¢)]. Par suite, en appliquant le résultat sur
la dérivée d’une fonction de fonction, on peut écrire

que :
d¥, ] _[dx, ,
(@], (61, =
avec a:=f‘_‘1_
dt

d . >
Pour calculer [d—x-'] exprimons X; sur la base du
aJgr

repere R :
dx, d -
[E]R:[E (cos aX +sin @y )]R
=—sin aX +cos ay

i
A

1

.
Xy

donc [ﬂ] =7 A%, @)

Ce résultat s’interpréte en disant que la dérivée du
vecteur X, par rapport & son angle polaire « est le

33
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vecteur directement perpendiculaire a ¥,, c’est-a-

dire déduit de %, par rotation d’angle +1—27.

De la méme fagon :

Si bien que [dU(t)
se met sous la forme :
dU@)] _[dU®
e
ou encore, en remarquant que 7 AZ,=0,
dU(y] _rdu(n
[ dt ]R_[—dt—
ce qui fait apparaitre U).

OR,/R)=a'7

] , exprimé dans la relation (1),
R

] +aa'(Z AF,)+ba' (7 AF)
R;

] +a'7 A(af, +bF, +ch),
R,

Posons
alors :

m ]RI+Q(R1/R)AU(t) 3)

Le vecteur I (R,/R) est un vecteur libre qui mesure
la vitesse angulaire a’ de changement d’orientation
de la base de R, par rapport 2 la base de R, autour
de 7 dans ce cas particulier.

Ce vecteur a pour direction 7 et sa mesure
algébrique sur 7 est égale 2 la vitesse angulaire o'
(figure 6).

8 (R,/R)

(R) Y

Fig. 6

Définition
€ (R,/R) est appelé vecteur rotation de la base de
R, par rapport a la base de R.

Unité

La norme du vecteur rotation s’exprime en radians
par seconde (rad/s).

Application

Soit RO, %, 7, 7 ) un repére lié a un bati (S,). Considé)
un solide (S) ayant avec (S;) une liaison pivot d'axe (]
(figure 7).

Y1

NO

Fi¢

Soit R (O, %, 71, Z ) un repére lié a (S), posons
a(t)=(%, %,).
Supposons a(t) de la forme :
a(t)=wt
(w est une constante positive exprimée en radians

seconde).
Soit P(¢) un point du solide (S) tel que :

OP(t)=af,
(a est une constante positive exprimée en métres).

QUESTION 1

Déterminer le vecteur vitesse du point P par rappol
repére R : V(P/R).

REPONSE
Nous savons par définition que :

= [ qu—
V(P/R)=[a OP(I)]
R

sachant que OP(f)=a¥; (a=constante positive)
= dx,
V(®/R)=a [ﬂ] }
dt J
dx; . .
Pour calculer a appliquons la relation (3
R

choisissant la base de R, comme nouvelle bas:
dérivation :

ey :
[dt Sl k‘+§(R|/R)I\X|

dx =
[__‘] =0 car X, est constant dans R;.
dt Jg,

Par suite :

QR /R)=a'? =wi.

V(P/R)=aw (7 AX,)

V(P/R)= aw¥,

aw s’exprime en métres par seconde.
V(P/R) est un vecteur parallele 4 la direction .
tangente en P au cercle de centre O, de rayon a (figu
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QUESTION 2
QUESTTVR ¢

Déterminer ’hodographe du vecteur vitesse V(P/R) relatif
a-un point A quelconque du repére R.

REPONSE

Réﬁlarquons que ”V(P/R)H = aw = constante. Par consé-
quent, I’hodographe relatif au point A quelconque de R
est-un cercle de centre A et de rayon aw (figure 8).

QUESTION 3

Déterminer le vecteur accélération du point P par rapport
au repére R : I'(P/R).

REPONSE
Nous savons par définition que :
d .
P/R)=[-— V(P/R
tem- [ vem)
sachant que : V(P/R)= aw¥,

- d .
T(P/R)= aw [E? y,L.

d
Pour calculer [E y’l] appliquons la relation (3) en
R

choisissant la base de R; comme nouvelle base de
dérivation :

dfn] [dil] =

= =[= +3®;/R)A

[d’R dt Iy, (R;/R)A ¥,

dy, . -
d_tl] =0 car y; est constant dans R,. Par suite :
R

[d—}?'] =wi AY,
de 1y Y1
D) s

dt I "

Par conséquent, le vecteur accélération du point P par
rapport au repére R est :

T(P/R)= ~aw’%,

aw? s'exprime en métres par seconde carré (m/s?).
T(p/R) est un vecteur de méme direction que le rayon
vecteur OP, mais de sens contraire (figure 7).

REMARQUES

— On constate que le calcul de la dérivée de X,
~ou de ¥, dans R s’est transformé en calcul de
" produit vectoriel. Pour qu’il en soit toujours

ainsi, il faut choisir la nouvelle base de dérivation
telle que le vecteur unitaire & dériver y soit
constant.

— L’avantage d’un paramétrage convenable du
mécanisme et de l'utilisation de cette formule de
changement de base de dérivation est d’obtenir
des résultats simples et facilement interprétables
géométriquement.

*5.2. CAS GENERAL

Dans ce cas, 'orientation de la base de R, par
rapport a la base de R est définie par trois
parameétres. Supposons que ces trois paramétres
soient les trois angles d’Euler (chapitre I,
paragraphe 4.2.2), ce qui n’enléve rien a la généra-

lité de I'étude. Le calcul de [% ﬁ(z)] e
R

comme précédemment, voir relation (1) para-
graphe 5.1., pour arriver a :

[ 00], - [F 00, +a[F],

+b[9ﬂ] +c[%] ).
dr i de dg
Calculons [(—if—'] , on obtiendra [d_y_,] et [%] de
de 1g de Iy de Ig
la méme fagon, nous effectuerons seulement le;
moment venu, une permutation des vecteurs de la
base de R,.
En considérant que X, est fonction de ¢ par
Pintermédiaire des trois angles 4, 6, ¢, on peut
écrire (dérivée totale d’une fonction vectorielle de
trois variables) :

[, (5] [ [ o

,_d¢ ,_de ,_do
avee ¥'=gp =ap Tdr

@

Calculons [&] (figures 9 et 10).
oy I
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Soit :
OK la projection de (O, ¥,) sur le plan (O, %, ¥ ).
{ un vecteur unitaire de direction OK.
F=7Zal
B=(x 1) .
vy=(%, %,) angle orienté par j.
%, peut s’exprimer par ¥, =sin y { +cos y 7 etdonc :
[a—f'] =[—?— (sin y { +cos yf)] .
awlg Loy R
Remarquons que vy est indépendant de i ainsi que 7.
Par conséquent :

[af,] . [ai' ]

—| =siny|—] .

Wl Wlg

D’autre part, lorsqu’on calcule une dérivée partielle
de fonction par rapport a une variable on suppose
les autres variables constantes. Donc pour le calcul
de la dérivée partielle de ¥, par rapport i I'angle ¢
on supposera les deux autres angles d’Euler 0 et ¢
constants.

v
z 0
- y
"
u
x 12
20
w
(4
u X Fig. 10
Comme :

X,=cos @i +sin oW

%,=cos @ii +sin ¢ (cos 87 +sin 67 )

X,=cos @i +sin ¢ cos 87 +sin ¢ sin 67.
On remarque que ¥, est fixe dans la premiére base
intermédiaire (&, 7, 7 ) si @ et ¢ sont constants.

Par suite, I’angle (#, i) est constant.

Donc B =14 +constante
et dp=dy.
Alors . =

[ﬁq _Lﬂ]

aple laply

D’aprés le résultat exprimé par la relation (2)
paragraphe 5.1 :

(.

soit [0%]11

Par suite :

T AL

I

i

[3_x_,_] =sin yj.
“Lagle '

En remarquant que : 7 AX, =sin yj. on obtient

[%’]R:z'/\f,

ce qui veut dire que la dérivée partielle d’un vect
unitaire par rapport a3 un angle du paramétrage
R, par rapport a R est le produit vectoriel du vect
unitaire autour duquel a lieu la rotation par
vecteur unitaire que 1’on dérive.

De la méme fagon (figure 10) :

[ﬁfx] B
— | =i Ax,
30 1g

[&i‘] =7 AX
3(0 N 1 i

avec ces résultats portés dans la relation (5) :

dx, e e e L e

— | =¥ AX, 00U AX, t@'Z,AX,

dr 1

=(¢'7 + 0 +¢o'7,)AE

de méme, par permutation des vecteurs de la b
de R, :
dy, - o PR
[—‘] =(¢'Z +0'i +o'Z)AT,
dr g

dZ, - - oy e

[i] =(¢'7 +0'li +9'7,)A7,

de 1y

. d . . .

si bien que [a U(t)] exprimé dans la relation
R

s’écrit, en se souvenant que
T)=a)x,+b(1)F, +c(t)Z,,

d = d 'z - > T
[E U(t)]k—[(—ﬂ U(t)]Rl+(¢z 10 +9'7, )AL
posons :

| QR,/R)=y¢'T + 0l +¢'Z,. J

Comme précédemment (I(R,/R) est appelé vect
rotation de la base de R, par rapport a la base
R, d’ou :

[% ﬁ(t)]R = [d—d; -Ij(t)]]K +QR/RATE) | 6)

Cette relation est identique a la relation (3)
paragraphe 5.1, mais le vecteur rotation Q(R,/R
est défini pour un mouvement dans Iespace
3 dimensions de la base de R, par rapport a la b
de R.

Application

Considérons une centrifugeuse de laboratoire compc
d’un bati (Sg), d'un bras (S;) et d’une éprouvette ¢
contenant deux liquides de masses volumiques différen
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Sous I'effet centrifuge due i la rotation du bras Sy
I’éprouvette (S;) s’incline pour se mettre pratiquement
dans I’axe du bras et le liquide dont la masse volumique
est Ia plus grande est rejeté vers le fond de I'éprouvette,
ce qui réalise la séparation des deux liquides (figure I1).

2z, z
a
Ox a Y1
1 4
1£]
B 1o
' A -
?; N\ 141
(0]
z B
. { X2
Fig. 11 xY xY

Soit R(O, %, 5, 7 ) un repére lié a (S,).

Les solides (S,) et (S,) ont une liaison pivot d’axe (0, X )
R((0, %, 71, £;) est un repere lié 4 (S,). Posons a =(% 5)
avec a = wt (w constante positive exprimée en radians par
seconde).

Les solides (S,) et (S,) ont une liaison pivot d'axe (A, z’,)
telle que :
OA=a§, (a constante positive exprimée en métres).

RAA, %, $2,7,) est un repére lié a (Sy).
B= (%, %)

B étant une fonction du temps inconnue.

Soit G le centre d’inertie de (S;) tel que :

m=bf2 (b constante positive exprimée en métres).
QUESTION 1

Déterminer le vecteur rotation de la base du repére R,, lié
au solide (S,), par rapport a la base du repére R :

WS /R) =R, /R).

Posons

REPONSE

La base de R, est orientée par rapport a la base de R par
I'angle & mesuré autour de X, d’oit

S /R)=a'%

QUESTION 2

Déterminer le vecteur rotation de la base du repére R,, lié
au solide (S,), par rapport a la base du repére R :

O(S,/R) =G (R,/R).

soit :

REPONSE
La base de R, est orientée par rapport i la base de R par

I'angle @ mesuré autour de ¥ et par I’angle 8 mesuré
autour de 7;, d'ou :

WUS,/R)=a's + 87,

L AS:/R)=wi +8'7, j

QUESTION 3

Déterminer _le vecteur vitesse du
repére R : V(G/R).

soit :

point G par rapport au

REPONSE
Par définition : V(G/R)= L% m]
avec O0G=0A+AG

V(G]R)=[:—t 6KL + [% E]R.

Calculons successivement chaque terme :

(58] [ 5], o[ 5]
dt r lar P T

Pour éalculer la dérivée de 7, dans la base de R passons
par I'intermédiaire de la base de R, liée 3 ¥,. La relation
(3) du paragraphe 5.1 permet d’écrire :

¥ étant un des vecteurs de la base de R, :

[dj_'] -5,
dt Iy,

@)

Par suite :
dy .
(] = 15
. di:] .
t —_— =
s0i [dt ) ?,
o [4 m’] Py ®
- =awly.
dr 3 !

Calculons le deuxiéme terme de la relation ) :

d d d
i I FEA R AR
[dr ?]R [dt i Nk i
Pour calculer la dérivée de %, dans la base de R passons

par I'intermédiaire de la base de R; liée 2 X,. La relation
(6) du paragraphe 5.2 permet d’écrire :

[%]R = [‘;_’?LZ +HR,/RYA %,

X, étant un des vecteurs de la base de R, :

dx; =
[ﬁ] =0.
dt Ig,

Par suite :
dx, - NS . -
[—] =(wf +B'7)A %, = w sin BZ+B'%,
dr Iy
et [i AG’] =b(wsin BZ,+B'5). )
dt R

Avec les relations (8) et (9) on obtient I’expression de
V(G/R) suivante :

lj(G/R):m(a +b sin )7, + bB'iz-—I
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QUESTION 4

Déterminer le vecteur accélération du
au repére R ¢ T(GIR).

REPONSE

Par définition :

point G par rapport

T(G/R)= [% V(G/R)]R.

Avec V(G/R)=w(a +b sin B+ bB'Fas
d . d, .
T(G/R)=[E w(a+bsinB )Z‘]R"L[& bB yZ]R. (10)

Le premier terme s’écrit :

d - =
[a—t w(a+b sin ﬁ)z.]k=wbﬁ’ cos By

+w(a+b sin B) [gé]
de Iy

Pour calculer la dérivée de Z, dans la base de R passons
par P'intermédiaire de la base de R, liée a Z;. La relation
(3) du paragraphe 5.1 permet d’écrire :

4z} _[di .
[EL* ['dT]R. +AR/RIN G

dz; = -
[——' N =0, car Z; est constant dans R;.
1

dt
Par suite :
[44] =z a2
dr I= !
soit [Eﬁ] = — o
at v Yi-
Alors : ’

d . . -
[Et— w(a+b sin B)z.]R=mbﬁ’ cos BI,
— wXa +b sin B)F-

Le deuxiéme terme de (10) s'écrit :
[gows)wneorlis)
T V2| = B"Y2 a Y2 g
Pour calculer la dérivée de ¥, dans la base de R passons
par I'intermédiaire de la base de R, liée & ¥,. La relation
(6) du paragraphe 5.2 permet d’écrire :

[2 5] =[5 5, BRI A 52

an

d =
[—— iz] —D car §, est constant dans R,.
dt Rz

Par suite :
[% ’Z]R=(“”? +B LA T2
soit
d . o
, [a yZ]R=w cos BZ;— B'X;-
Alors :

d
[E; bB'y’ZL =bpB"y, + wbp' cos B 71— bB%,. (12)

En rassemblant les résuitats obtenus en (11) et (12), le
vecteur accélération du point G par rapport au repére R
<"écrit :

w¥(a +b sin B

T(G/R)=2wbp’ cos B,
+bB"5,— bB2%;-

0. DERIVATION GRAPHIQUE

La méthode de dérivation graphique d’une fonctio
x(¢) dont on connait la courbe représentative st
un intervalle [¢,, £;] est une méthode géométriqu
simple fondée sur P'interprétation géométrique de

L dx(n) . ..
dérivée de 1a fonction x(f), dont voiclt
principe :
Soit la courbe représentative de la fonction x(
supposée  continue  sur intervalle  [£,, 1
(figure 12).
x(t)
B T
M
x(t
(t) R
o ty t t t
Fig. 12

Soit MT la tangente 2 la courbe en un point
d’abscisse t E[¢;, t,].
Soit « I'angle de cette tangente avec l'axe

abscisse ( T< <7r)
scisses | —=<a=<3).
2 2

Nous savons que la pente de la courbe au point
Cest-a-dire tg a, est égale a la dérivée de la fonc
x(t) en ce point, soit

dx(¢)_

dt

Considérons le triangle rectangle MAB tel que
soit parallele a I'axe des abscisses, AB soit parz
3 I'axe des ordonnées et que I’hypoténuse MB
située sur la tangente MT.

tg a

AB .
Alors tg @ =—— et par suite :
MA

dx(t)_AB
dt MA

Donc, aprés avoir tracé au point M la tange
., dx(t
la courbe x(t), la valeur de la dérivée ’d(t—)

point s’obtient par le calcul du rapport des

cotés AB et MA mesurés algébriquement st
axes avec les unités convenables.

Application

Le schéma cinématique de la figure 13 modél
systéme bielle-manivelle.

SoitR(O, %, ¥, 7 )un repére li€ au béti@. La manive
2 une liaison pivot d'axe (O, 7) avec le bati {0
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coulisseau @ a une liaison pivot glissant d’axe (O, X ) avec

le bati i

La bielle @ a une liaison rotule avec @ et @ de centres P
et Q respectivement, situés dans le plan (O, X, ¥ ). Le point

Q décrit I'axe (O, X ).
i On pose §=(%, OP) avec
6=wt (w=452,4rad/s)
r=0P (r=30mm)
1=PQ (/=70 mm).

de 9 : x(9).
QUESTION 1

la ‘position angulaire de la manivelle :
x(0) pour 6E[0, 27].

REPONSE

bielle-manivelle comme indiqué sur la figure 14a.

Choix des échelles :

A ™ 2 <
— en abscisse : E rad est représenté par 7,5 mm;

o 1
a Iéchelle -
© 2

représenté par 0,5 mm (x varie entre 40 et 100 mm).

de 6 variant de 0 & 27 avec un pas de 7érad.

Fig. 13

Définissons la position du point Q du coulisseau @ par
rapport au biti @ par la variable x(¢)=0Q. Comme § = wf,
x(t) peut-étre également considérée comme une fonction

Déterminer graphiquement la courbe représentative de la
position du coulisseau par rapport au bati en fonction de

Pour cela placer le repére (x, 8) par rapport au systéme

— en ordonnée : le systéme bielle-manivelle étant dessiné

, ' mm de la course du coulisseau est

Les points de mesure choisis correspondent aux valeurs

Les différentes positions du point Q s’obtiennent en
portant avec un compas une distance de 35 mm & partir
des positions du point P correspondant aux différentes

T
valeurs de 6 (le point M correspondant a la valeur 9=g

a été dessiné sur la figure 14a).
La courbe x(8) est symétrique par rapport a la droite § = 7.

QUESTION 2

En déduire par dérivation graphique la courbe représenta-
tive de la vitesse du coulisseau par rapport au bati en
fonction de la position angulaire de la manivelle :

x$(0)=dxw) pour @€E[0, 27].
dr
REPONSE
Avec 6= wt, x;(9)=dx(e) sécrit :
dx(@
x(O)=w ’;(0 B

Choix de I'échelle sur I'axe des ordonnées : une vitesse
de 1 m/s est représentée par 2,5 mm. Pour obtenir, par

exemple, au point d’abscisse 0=1€T la valeur de xj, tracer
le triangle rectangle MAB défini au paragraphe 6, tel que
m=§ pour avoir une précision suffisante (figure I14a).
Alors AB=-22 mm

—0,022

et X, =4524x ———
m™
3
xy=-9,5m/s.

La courbe x;(#) est symétrique par rapport au point 8 = 7.
QUESTION 3

En déduire par dérivation graphique la courbe représenta-
tive de P’accélération du coulisseau par rapport au bati en
fonction de la position angulaire de la manivelle :

dx;(6)
x§ (0)=—d' pour @E[0, 27].

REPONSE

Avec 8=wt, x7(8)=

dxi(e) . .
—— s’écrit :
dt

veay . 9x:(6)
Xi(0)=0— =

Choix de I'échelle sur I'axe des ordonnées : une accéléra-
tion de 10> m/s? est représentée par 5 mm. Pour obtenir,

“ . T
par exemple, au point d’abscisse G:g la valeur de x7

tracer le ftriangle rectangle M'A'B’ tel que M'A‘:g
(figure 14b).

—10,8
Alors A'B'=—10,8 m/s et x;=452,4x ——,
T

3
x4 =—4668 m/s%.

La courbe x%(8) est symétrique par rapport a la droite
8= (figure 14c).
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Vecteurs position, vitesse et accélération d'un point d’un solide

PROBLEME RESOLU

Etude du mouvement d’un point M de I'aréte | REPONSE

Cf{“Pag“?d‘?’““ Ollmlt dlfl f:jalsle ;Ear. ral’l"’r: ataubr;e Le vecteur position O,M s’écrit :

pigce bridée sur la table de la fraiseuse, la table AN B2 G

étant animé d’'un mouvement transversal o.M O‘of OM,
. (figure 15). =—aty +rx,
i z z avec X,=cos 8% +sin 8y et 8 =wt,

OM=r cos wt¥ +(—at+r sin wt) 3.

Les deux composantes de OM, sur les axes
(0., % ) et (0,, ¥ ), donnent I'équation paramétri- |...
- que de la trajectoire de M par R; :

x,(t)=r cos wt
yi(t)=—at + r sin wt.

Cette trajectoire a I'allure suivante (figure 16) :

Fig. 15

-

Lerepere R(0O, X, ¥, 7 ) est lié au bati et le repere

- rectiligne uniforme d’axe (O, ¥ ) par rapport au
" répére R. On pose :
00, =aty, avec a =2 mm/tr
(mouvement d’avance de la piece).
Soit R, (0, X,, ¥,, 7 ) un repére lié a la fraise. On

B EXA\ . N M oz
R,(0,, %, ¥, 7) est 1ié a la pice.
L’origine O, a un mouvement de translation
x\

JLgaR Fig. 16
0=(%, X,), avec 0 =wt et w =21 rad/s
(mouvement de coupe de la fraise).
 Le point M de I'aréte coupante de la fraise est w
: tel que : Calculer le vecteur vitesse du point M par rapport
OM=r%,, avec r=>50 mm. au repére R, : VIM/R,).
" QUESTION 1 REPONSE

Le vecteur vitesse du point M par rapport au
repére R, est la dérivée du vecteur position O,M
par rapport a ¢, dans R, :

" Déterminer les deux composantes du vecteur
. position O,M du point M dans le repére R,, en
: fonction du temps ¢ : x,(¢), y,(6). d
i Tracer approximativement la trajectoire du point Vv [ —']
] V(M/R,)={— OM
i M dans le repére R,, pour ¢=0. (M/Ry) dt O
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avec OM=—aty +1%,,
V(M/R )—[i(—at’ )] +[i rf] 13)
Y Lde i g, btdt g’
Calculons successivement chaque terme :
d = =
[E (—aty )]R._ ay

y étant fixe dans R,.
Pour calculer la dérivée de rx, dans R, utilisons
la base intermédiaire du repére R, dont X, est un
vecteur unitaire :
), =[] :

— rX =]—=rx +O(R,/R)ATE,.

[ =] =[5 =], +O®/roArs,
Le vecteur rx, étant constant dans la base de R, :

d . ] -
—rX =0.
[dt g,
L’orientation de la base de R, par rapport a la
base de R étant définie par I’angle 8 (6 =wt)
mesuré autour de 7 :

Q(R,/R,)=wi.
Alors :
d . .
[a ch;:]RI =i ArX,=wry,.

Par suite, I'expression de V(M/R‘) écrite en (13)
devient :

V(M/R,)=—aj +wrj,. J

QUESTION 3

Déterminer I’hodographe de V(M/R,) relatif au
oint O,. En déduire la variation maximale de
|VOM/R,)|| en métres par minute.

REPONSE
Dans le repére R, placons le point B tel que
(figure 17) :
0,B=V(M/R,)=—aj +wr¥,.
T(M/R,)
o) Y2

”

Fig. 17

Posons O,C=—aj et CB=wrj,.

Le vecteur O,C est constant dans R,, par

E:onséql)lent le point C est un point fixe de 'axe
0., 7).

Le vecteur CB a une norme constante égale a

wr, par conséquent le point B reste 3 une distance

constante du point C au cours du mouvement.

Par suite, I'hodographe (H) est le cercle de centre

C de rayon wr.

Avec les valeurs numériques proposées wr>a.

Alors le point O, se trouve a [’intérieur de

I’hodographe.

OB est minimal pour =0 (4 2kw), donc
IVM/R ) | i = 0r — a5

|O:B] est maximal pour == (3 2km), donc
[VOM/R) | max = wr +a.

Par suite, la variation maximale de [|[V(M/R,)]
est égale a 24, soit 0,8 m/min.

QUESTION 4

Déterminer le vecteur accélération du point M par
rapport au repére R, : [(M/R,).

REPONSE

Le vecteur accélération du point M par rapport
au repére R, est la dérivée du vecteur vitesse
V(M/R,) par rapport a ¢t dans R, :

Fo/R) =[5 VR, |

Ry

avec V(M/R,)=—ay +wr¥,
d . d
i‘(M/R,)=[E (-a5 )]R.+[57 wry2]Rl.

Le vecteur —ay est constant dans R,, donc :
d . -
—(~a =0.
[dt( 4 )]R|

= d .
rou/Ry=or 5 3:]
Pour calculer la dérivée de ¥, dans la base de R,

utilisons la base de R, dans laquelle y, est
constant :

d.] _[d. -
[5 YZ]RI = [a YZ]RZ+6(R2/R1)A Y2
sachant que

[3%] =0 et QOR,/R)=0i

Alors

Le vecteur accélération s’écrit :
T(M/R)=wr (o A ¥,)

soit r T(M/R,)= —w?r%,. J

Ce vecteur est bien tangent au point B 2
I’hodographe (H) (figure 17).

I'(M/R,) est un vecteur de méme direction que
le rayon vecteur OM, mais de sens contraire.




Vecteurs position,

1 — Soit un repére R(O, %, ¥, 7 ). Un point P décrit
une hélice circulaire d’axe (O, 7 ) de rayon r (figure I8).

z

Soit H la projection orthogonale du point P sur ie plan
(0,%,5)

Soit R;(0, %, 71, 7 ) le repére tel que ¥; ait méme
direction et méme sens que OH.

On pose: O=(% X,)et
HP=z=k6 (k constante positive).
QUESTIONS

1° Calculer V(P/R) et T'(P/R).

2° Lorsque 6=t (« constante positive), montrer que
la norme du vecteur vitesse est constante et que le vecteur
accélération a pour direction X,.

REPONSES
1° V(P/R)=ro'F, + k6'%
F(P/R) = rg"5, — ro™2%, + k0"%.
2 0=wt, 0'=w, §"=0
IV@/R) = 0ViZ+i2
T(P/R)= —rw’%,.

2 — On considére le probléme plan suivant :

Soit (S) un disque de centre C, de rayon a, situé dans
leplan (O, %, ¥ )d'unrepére R(O, %, 7, 7 ) eten contact
en un point I de sa circonférence avec I’axe (O, ¥ ).

EXERCICES AVEC REPONSES

y

(S)

o 1 \‘ X
14}

Fig. 19

Soit R,(C, %, ¥, ) un repére lié au disque.

Onpose: 6=(%,-¥) 1.
avec 6=wt (w constante positive). ke \i
Soit un point P du disque tel que

CP=ai;.

Ce disque roule sans glisser sur I'axe (O, ¥ ), c’est-a-
e N
dire qu'a chaque instant OI= PL.

QUESTIONS

1° Déterminer 1’équation paramétrique de la trajec-
toire du point P dans le repére R. La tracer pour
0€[0, 27).

2° Déterminer G(S/R).

3° Calculer V(P/R).

4° Déterminer Phodographe de V(P/R) relatii au
point O. _

Pour quelles valeurs de 8 la norme de V(P/R) est-elle
minimale; est-elle maximale?

5° Calculer I'(P/R).

REPONSES
© [x=a(9—sin 8)
y=a(l—cos 8).

La trajectoire est une cycloide dont I'allure est donnée
figure 20 pour 0 €[0, 27].

43




Cinématique

Y IV®/R)|max =200 pour 6=(2k+1)m
IV®/R) =0  pour 6=2km.
2a 5° T(P/R)= —aw’%;.
P c
U]
o) 1 wa oma > 3 — La figure 22 représente une trongonneuse destiné(

a couper un tube fabriqué en continu. La scie doi

Fig. 20 se déplacer 3 la méme vitesse de translation que I

tube (3 ).
- Le mouvement est obtenu_2a I'aide d’un systeéme
& §(S/R): 3 bielle-manivelle. Le plateau muni d'une rainure es
3° V(P/R)=aw (X —F1)- entrainé 3 une vitesse de rotation uniforme par I
4° L’hodographe est le cercle de centre C (aw, 0) de moto-variateur . Le plateau tourne libremen
rayon aw (figure 21). autour d'un axe, paralléle A celui du plateau mai

décalé d’une distance A.
o relie les deux plateaux; une extrém'lté es

, Pautre coulisse dans la rainure de . L
entraine a4 partir du doigt e i
0 coulisseau 0 sur lequel est monté I'ensemble moteu
-scie 3
— L'entraxe entre @ et @ est O'0O=Ay ave
A=30 mm,
— L’axe @ est fixé sur @ a une distance
O'M=R=90 mm.
— La longueur de la bielle est
MC=1=900 mm.
La figure 23 représente le schéma cinématique d
mécanisme.

ilw 16
ap=:
|

V]
x | :
Ui %
I % 5
15 L
i 14
! 13

rrrrrey
/) /|

/s
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1° Tracer la courbe des abscisses du point C, par rapport
au biti, en fonction de Pangle de rotation @ du plateu {5 ).

2° En déduire la courbe des vitesses du point C, par
rapport au biti en fonction de 6. Déterminer I’angle
pendant la période ou1 la vitesse

3° En déduire la courbe des accélérations du point C,

Fig. 24

Fig. 25

Vecteurs position, vitesse et accélération d’'un point d'un solide
QUESTIONS
Pour 0 =0 la bielle est portée par P’axe (O, X ).
dont a tourné le plateau
du point C est constante a 10 % prés.
par rapport au bati, en fonction de 6.
x(mm) A
16 1 pd
12 /
/ POSITION
8 /
4
e —
° 3012 2x  6(rad)
Vim/s) w/2 ;r T T
0,33 1 T ﬁ“ﬁ—_ Zone utile
0,165 \
37/2
o -
6, =/2 Os T 27 0(rad)
—0,165 1
-0,33 VITESSE
—0,495
—0,66
y({m/s2) 7\
4
3
2]
1
T 37/2
o ? h —
w/2 27 @frad)
-1
-2
ACCELERATION
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REPONSES

1° Courbe des abscisses du point C (figure 24).

2° Courbe des vitesses du point C (figure 25).

Entre les angles 6, et 65 la vitesse du point C est
constante_ 32 10 % prés, soit un quart de tour du
plateau 5

3° Courbe des accélérations du point C (figure 26).

4 — Détermination du profil d’une came.

Fig. 27

Soit R(O, %, ¥, 7 ) un repére lié & un biti (S,). La came
(S) a une liaison pivot d’axe (O, 7 ) avec (So).

Soit R, (O, %;, ¥, Z ) un repére lié¢ a (S).

On pose 0=(%, %)

avec 0 = wt (w constante positive).

La tige T a une liaison glissi¢re d’axe (O, X ) avec (So).
La came et la tige ont une liaison ponctuelle, de
normale perpendiculaire 2 7, en un point P de l'axe

,X). . .
On impose HOPHmin:a et ]IOPI[m,x=a +h, et 'on
pose

OP=pi =(a+x)%

X

h < <>

o 6 6 Ir T 2x 6
Fig. 28

2

Le profil de la came doit étre tel que :

_ quand 6 varie de 0 & 8, (8, donné) la tige ait un
mouvement uniformément accéléré, d’accélération v,
(y1>0);

—— quand @ varie de 4, 2 6, (6, donné) la tige ait un
mouvement uniformément retardé, d’accélération —vy,
(y2>0);

— quand 6 varie de 8, & 7 la tige reste immobile;
— quand @ varie de 7 2 27 la tige ait un mouvement
symétrique de celui défini entre 0 et 7.

De plus, on veut que x et x; n'aient pas de
discontinuités entre les différentes phases du
mouvement.

QUESTIONS

1° Déterminer v, et v, en fonction de 8, 6,, w et h.
Faire Papplication numérique pour :

6,=40°

0,=60"

w =209,3 rad/s (=2 000 tr/min)

h =10 mm.
2° En déduire le profil de la came. Le tracer approxima-
tivement pour a =20 mm.

REPONSES
2w%h
1° y,=——=1200 m/s’
" 0,6, m/s
20%h
oy = ——————=2400 m/s>.
766, 0)
2° Equation polaire de la came :
oel0,01:  pmati
b O 2 P 0.0
h(—6*+26,6—6,0,)

0E[8,, 6,]: =a+
DR 062~ 67)

6€[6,, 7]: p=a+h.
L’allure du profil de la came est le suivant :

—
10 mm Fig. 29

5 —Soit R(O, %, 7 7) un repére lié a la Terre.
L’origine O est située au centre de la Terre et I'axe
(0, 7) est dirigé suivant I'axe des pdles, orienté du
pdle Sud vers le pole Nord (figure 30).

Un repére local R, (M, £ j, k) utile au point M pour Iz
navigation 4 la surface de la Terre est constitué de lz
maniére suivante :

L’'axe (M, '), tangent au paralléle de M, est orienté
vers I'Est.

L'axe (M, j ), tangent au méridien de M, est orient¢
vers le Nord.

L’axe (M, k ) est orienté suivant la verticale ascendante
de M.
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Soit a(¢) la longitude du point M, mesurée autour de 7, | QUESTIONS

Soit A(¢) Ia latitude du point M, mesurée autour de —L.
Soit r le rayon de la Terre.

Déterminer :
1° Le vecteur rotation de la base du repére R, par
rapport a la base du repére R : O®R,/R).

2° Le vecteur vitesse du point M par rapport au repére

z \ R, V(M/R), exprimé dans la base du repére R,.

/ 3° Le vecteur accélération du point M par rapport au
N k repére R, I'(M/R), exprimé dans la base du repére R;.

i
M .
REPONSES
o 8 o 1° QR /R)=a'f =BT
y 2° V(M/R)=ra’ cos Bi +1B'f
b 3° T(M/R)=r(a” cos B —2a'’ sin B)i
+r(B"+a™ sin B cos )]
P +r(—B2—a" cos? B)k.
x
S
Fig. 30

6 — La figure 31 représente un dispositif de commande | Soit Ro(O, %, Jo, %) le repére lié au biti et
de table vibrante. R, (0, %, 71, Zo) le repére lié a I'excentrique.
L’excentrique (E) est un disque de centre C et de Soit A lg point de la table (T) du plan de contact avec
rayon a, qui tourne autour de I'axe (O, Zo) fixe par P'excentrique (E), situé sur l'axe (O, %).

rapport au bati (B). On pose:

La table schématisée par le rectangle (T) est en liaison OA=x(t)%, et 6=(%, %)

glissiere d’axe (O, %) avec le bati (B). Le ressort | avec §=wt (o constante positive).

assure le maintien du contact entre (E) et (). Rayon de I’excentrique : a = 10 mm; vitesse de rotation
L’excentration OC vaut a/2. uniforme de I'excentrique : = 10,47 rad/s (= 100 tr/min).

Yo “
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(bavures et
masselottes)

pour ¢ E[0; 0,6], ¢ est exprimée en secondes.
3° Exprimer le vecteur vitesse du point A par rapport
au biti : V(A/Ry).
4° Construire la courbe représentative de la valeur
algébrique v(f) du vecteur vitesse

VAR)=0(0) %o
pour {E[0; 0,6], ¢ en secondes.
5° Exprimer le vecteur accélération du point A par
rapport au bati : I'(A/Ro).
6° Construire la courbe représentative de la valeur
algébrique v (1) du vecteur accélération TARy) =y() %o
pour ¢ E[0; 0,6], ¢ en secondes.

Ya
Yo

4 i I

i bac de

l " refroidissement
Fig. 32 1
QUESTIONS 7 — Le manipulateur de fonderie (figure 32) permet
= saisir la piéce lors de son éjection de la machine
1° Exprimer x(f) en fonction de a, w et t. coulée, d’assurer son transport vers le bac de refroid
2° Construire la courbe repré ive de la f ion x(f) sement et vers la machine de démasselotage

d’ébavurage.
Soit Ro(O, %y, Jo, 7o) le repere lié au bati définissz
la position initiale du manipulateur face & la machi
a couler et R3 (O, %3, ¥s, Zo) le repére lié au bras {3 ). ¢
pose 8={%,, %3).

Le mouvement de rotation du bras comporte tr
phases :

a) Quand 0 varie de 0° 2 15° (15°

un mouvement de rotation uniformément accéléré.

et rad) le bra:
12

b) Quand @ varie de 15° a 195°, le bras a
mouvement de rotation uniforme a la vitesse angula
de 1 rad/s.




Quand 6 varie de 195° a 225° le bras a un
vement de rotation uniformément décéléré.
itesses angulaires de départ et d’arrivée sont
iles. Le bras moteur et la barre ont méme
gueur /| =0OM =KL =1700 mm.

QUESTIONS

éterminer la durée, I’accélération ou la décélération
slaire de chaque phase.

‘racer les diagrammes des rotations, des vitesses et
accélérations ou décélérations angulaires du bras

¢ rapport au bati. Indiquer les valeurs numériques
marquables.

Donner les expressions des vecteurs vitesse et accéléra-
n du point M par rapport au biti :

VM/R) et TMR,),

fonction de I, 6, 8", et exprimées dans la base du

lications numériques :

I=1700 mm, 6'=1radfs, 6"=0.

La figure 34 représente un compresseur ROOT
¢ sur le moteur a compresseur volumétrique des
culess LANCIA. L’air est véhiculé dans le creux
:dents, entre le carter et le pignon.

Pour expliquer le mouvement de génération d’un des
quatre profils extérieurs aux cercles primitifs (C,) et
(C), adoptons le schéma d’étude suivant pour le profil
AB.

Soit (C) un cercle de centre O, de rayon 4a, situé dans
le plan (0, %, 7 ) d’un repére R(O, %, 7, 7 ) et lié A ce
repére.

Soit (C') un cercle de centre O, de rayon a, situé dans
le plan (O, %, ¥ ) du repére R et en contact extérieur
en un point T de sa circonférence avec le cercle (C).

Fig. 35.

Soit R(O, X1, ¥1, Z ) un repére tel que :

00'=5a%,.
On pose 6 =(7%, X,), avec 0 = wt (w constante positive).
Soit Ry (O, %3, 2, 7 ) un repére lié au cercle (C') on
pose :

p= ( - 1> iz)-
Soit P un point du cercle (C’) tel que

OP=ai,.

Le cercle (C') roule sans glisser sur le cercle (C),
c’est-a-dire qu'a chaque instant : Al = IP.
Le taillage du profil s’effectue de la fagon suivante :
Pendant que la machine 2 tailler réalise le mouvement
de roulement sans glissement du cercle (C') sur le

cercle (C) la pointe de I'outil décrit & cadence rapide
'axe (P, 7).

QUESTIONS

1° Quelle relation y a-t-il entre ¢ et 6?
2° Déterminer Péquation paramétrique de la trajectoire

. [
du point P dans le repére R. La tracer pour 0 (0, Z}‘

3° Déterminer ((R,/R) et ((R,/R).

4° Calculer —V(PIR) (vitesse d’avance).

5° Calculer T'(P/R).

9 — La figure 36 représente le corps (S,) d’un aérogé-
nérateur a hélice bipale muni d’un empennage lui
permettant de s’orienter dans le «lit» du vent.

Soit Re(O, %o, Jo. 7o) un repére lié au corps (So). Le
rotor (S;) entraine un alternateur électrique situé dans
le corps (Sy) et a une liaison pivot d’axe (O, 7,) avec
celui-ci. Soit R, (O, %, o, 7,) un repére lié a (S,). On
pose 8=(Z, 7,), avec

f=wt et w=120rad/s.

Par fort vent un dispositif de mise en drapeau permet
aux pales de I’hélice de pivoter autour de I'axe ( o, )?1).
Soit Ry(0, X, ¥», 72) un repere lié a la pale (S,) tel
que I'axe (O, 7) soit dirigé suivant la droite de
référence AB de la pale. On pose B=(Z,, 7,), en
fonctionnement normal I'angle de calage B =20°.
Soit G le centre d’inertie de la pale (S,), tel que
0G= ax,+cZ,
a =160 mm

et c¢=13 mm.
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QUESTIONS

2° Déterminer la norme du_vecteur vitesse du point G
par rapport au bati R, : 1VGIRg) || lorsque Pangte B
reste égal a 20°.

3° Déterminer la norme du vecteur accélération du point
G par rapport au biti Ry : [[T(G/Ry)|| lorsque Pangle
B reste égal a 20°.

1° Construire le schéma cinématique de I’aérogénérateur.

Z
B
1 £]
B
= Yo
[¢)
A (O]
Xq

Fig. 36

10 — Le schéma cinématique d’une équilibreuse de
roue de véhicule est donné figure 37:
R(O, %, 7, 7) est un repére lié au bati (S) de
I’équilibreuse. Le bras (S;) a une liaison pivot d’axe
(0, 7) avec (S). Soit R,(0, %, ¥, Z ) un repére lié 3
(S;). On pose a(t)=(%, X,).
La roue (S,) de centre C a une liaison pivot d’axe
(0, %) avec (Sy). Soit R(C, %1, 32, 7,) un repére lié
a (Sy), tel que

OC=ri
On pose B(t)=(Z, %)
Lorsque la roue n’est pas équilibrée, les effets
dynamiques font varier I'angle « entre deux bornes qu
peuvent étre mesurées.
Afin de supprimer cette variation, des masselottes
appropriées sont placées sur Ia périphérie de la jante
Une masselotte d’équilibrage est assimilée 4 un poin
P, dont la position dans R, est définie par :

CP=af, +¢i

(a et ¢ sont des constantes positives).

(r constante positive).

QUESTIONS
1° Déterminer le vecteur vitesse du point P par rappor
au biti (S) : V(P/R).

2° Déterminer le vecteur accélération du point P pa
rapport au biti (S) : I'(P/R).




champ des vecteurs
vitesse et accélération
— des points d’un solide

Deux points, appartenant & un méme solide, restant a une
distance constante I'un de l'autre, il est logique de supposer
que leurs vecteurs vitesse, comme leurs vecteurs
accélération, ne sauraient étre indépendants les uns des
autres et que, par conséquent, il existe des relations entre
ces vecteurs. L'objet du présent chapitre est précisément de
mettre en évidence ces relations.

par conséquent, la relation entre les deux vecteurs
vitesse V(B/R) et V(A/R) est la suivante :

| V B/R)=V (A/R)+ 0 (S/R) A AB. 1

Les vecteurs vitesse des points d’un solide vérifient

donc la relation de changement de point du moment -
) d’un torseur. Par suite, le champ des vecteurs

vitesse des points d’un solide répond 2 la définition™*

g d’un torseur, ce qui nous permet d’énoncer le ~

théoréme suivant :

(R) o

1.1. THEOREME

§ Le champ des vecteurs vitesse des points du solide
(S) dans son mouvement par rapport au repére R
§ est représenté, au point A, par le torseur suivant :

Fig. 1

Soit un solide (S) en mouvement par rapport 2 un O(S/R
repére R(O, %, 3, 7). {vemr}= {, f )}.
Considérons deux points A et B de ce solide. AlV(A/R)
Entre [a dérivée du vecteur AB dans la base de R
et la dérivée du vecteur AB dans la base d’un repére
lié au solide (S) (repére que 1’on notera (S) comme Définition
le solide)) il existe la relation :
[dAB] _[dAB
dt - dt

que du solide (S) dans son mouvement par rapport

Le torseur {U(S/R)} est appelé torseur cinémati-
au repére R.

] +0(S/R)AAB

T I . e
or [a AB] =0, le vecteur AB étant constant dans
S

b REMARQUE
a base liée a (S 1
e e 8 (5), ¢ e Le point A est un point lié au solide (S). Si
[dAB] =[_0_] ~[’JOA] éventuellement dans un exercice un doute est
d R possible, nous noterons ce vecteur vitesse :
=V(B/R)-V(A/R) V(AES/R).
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1.2. PROPRIETES

Le champ des vecteurs vitesse des points d’un
solide, étant caractérisé par un torseur, possede
toutes les propriétés du torseur.

Nous allons donc voir & quoi correspondent, dans
le domaine de la cinématique du solide, les
propriétés mathématiques du torseur.

1 .2.1. Axe central - moment central
Rappels

— Un point central d’un torseur est un point ou le
moment résultant a méme direction que la résultante
générale.

__ L’axe central d’un torseur est la droite constituée
par I'ensemble des points centraux (I'axe central
n’existe que si la résultante générale du torseur n’est
pas nulle).

L’axe central a méme direction que la résultante du
torseur.

Supposons le torseur défini en un point O par :

R
M, |-
o
Alors le pied H de la perpendiculaire abaissée de
O sur I'axe central est défini par le vecteur :

RAM,
R

OH= )

— Le moment central d’un torseur est le moment
résultant de ce torseur en un point de son axe
central.

Le moment central a méme direction que l'axe
central du torseur.

Le moment central est le méme en tout point de
I’axe central.

Soit A I'axe central du torseur cinématique du
mouvement du solide (S) par rapport au repére R
(A existe si L(S/R)#0).

A est appelé axe instantané de rotation et de
glissement dans le mouvement de (S) par rapport a
R, ou axe de viration.

Cet axe central A est défini 3 toute date t. Lorsque
f varie, A engendre dans (S) et dans R deux surfaces
réglées (surfaces engendrées par une droite) appe-
Jées akoides du mouvement de (S) par rapport a R.
Ces deux axoides sont tangentes suivant A.

INustrations

¢ Dans un engrenage cylindrique, si on considere le
torseur cinématique qui représente le mouvement
d’une roue par rapport a l'autre, nous verrons au
chapitre 4 que :
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cylindre primitif
de la roue (S,)

cylindre primitif
de la roue (S,)

Fig. 3

— L’axe central A de ce torseur est la général
de contact des cylindres primitifs de I'engren
— Les axoides sont les cylindres primitifs.

__ Le moment central représente la vitesse
glissement le long de A des cylindres primitifs; «
le cas présent cette vitesse est nulle (dans le
d’un engrenage gauche cette vitesse de glisser
n’est pas nulle).

e Dans un mouvement plan sur plan, sion consi
le torseur cinématique qui représente le mouver
d’un plan par rapport a lautre, nous verron
chapitre 5 que :

__ Laxe central A de ce torseur est la d
perpendiculaire aux plans passant par le ce
instantané de rotation I du mouvement d’un

" par rapport a 1'autre.

__ Les axoides sont deux cylindres de générat
paralléles 2 A. Leurs sections droites avec les §
définissent la base et la roulante du mouve
plan sur plan.

__ Le moment central est nul, car il représen
vitesse du centre instantané de rotation das
mouvement d’un plan par rapport a l'autre.

1 .2.2. Torseurs particuliers
o LE COUPLE

Le torseur cinématique du mouvement du solid
par rapport au repére R est un couple, s’il e

la forme :
{Us/R) = {3 }
ALV(A/R)

avec V(A/R)#0.



@ilculons le vecteur vitesse d’un point B queicon-
G idu solide (S) & partir du vecteur vitesse du
point A, en utilisant la relation (1) :

=15 V(B/R)=V(A/R)+TKS/R)AAB.
Comme : ﬁ(S/R)=2

V(B/R)=V(A/R).

ar conséquent, a4 un instant donné, tous les
voeteurs vitesse des points du solide ont méme
direction. Entre deux instants distincts cette direc-
fion.peut changer.

Le-mouvement de (S) par rapport & R est donc un
mouyement de translati

_. Mouvement de translation rectiligne

V(A/R)

(date t')
Fig. 4

(date t)

) mouvement de translation de (S) par rapport
| @R est dit rectiligne si la trajectoire d’un point A
: de (S) dans R est une droite.

Dins ‘¢e cas, W(A/R) a pour direction la trajectoire
du point A.

— Mouvement de translation circulaire

(date 1)

(date t')

V(A/R)

Fig. 5

Le mou t de translation de (S) par rapport
R est dit circulaire si la trajectoire d’un point A
de (S) dans R est un cercle.

Dans ce cas, V(A/ R) change de direction entre deux
dates ¢ et ¢,

¢ LE TORSEUR A RESULTANTE

Le torseur cinématique du mouvement du solide (S)
par rapport au repére R est un torseur 4 résultante,

s'il est de la forme :
a(s/R
(VR = { 6(S/ )}

avec (I(S/R)#0.

Le point A est un point de I’axe central A de ce
torseur.

Calculons le vecteur vitesse d’un point B quelcon-

que du solide (S), situé sur A, a partir du vecteur

vitesse du point A :
V(B/R)=V(A/R)+(S/R)A AB

avec V(A/R)zﬁ.

Le vecteur rotation (}(S/R) a pour direction A ainsi

que le vecteur AB, par conséquent, le produit

vectoriel de ces deux vecteurs est nul, et :

V(B/R)=0 VBEA.

Le mouvement de (S) par rapport 2 R est donc, a

un instant donné, un mouvement de rotation autour

de A.

Il faut bien préciser que c’est un mouvement de

rotation & un instant donné, car, dans le cas général,

A se déplace dans (S) et dans R lorsque ¢t varie.

Cas particulier

Lorsque A est fixe dans (S) et dans R le mouvement
de (S) par rapport a R est un mouvement de rotation
autour de A.

EXEMPLE

Considérons un arbre (S) ayant avec un bati (S,) une
liaison pivot d’axe (O, £ ).

Dans ce cas, quel que soit le temps, les points de
(S) situés sur 'axe (O, ¥ ) ont une vitesse nulle par
rapport a (Sg). Par suite, le torseur représentant le

résultante dont ’axe central est I’axe de rotation
(0,%).

1.2.3. Equiprojectivité du champ des
vecteurs vitesse des points
d’un solide

V(A/R)

V(8/R)

Fig. 6

Le champ des moments d’un torseur étant
équiprojectif, le champ des vecteurs vitesse des
points d’un solide I'est également.

Cette propriété se traduit par la relation scalaire
suivante :

VA et BE(S): rﬁ-V(AIR)zﬁ-V(BIRﬂ 3)

Cette relation a une interprétation géométrique
simple (figure 6) :
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mouvement de (S) par rapport 4 R est un torseur a -
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A une date ¢ donnée, les projections orthogonales des
vecteurs vitesse V(A/R) et V(B/R) sur un axe de
direction AB sont égales.

REMARQUES

— Les projections orthogonales, de vecteurs, sur
un axe sont des nombres algébriques, donc faire
attention @ construire ces projections du méme
cOté par rapport respectivement aux points A
et B.

— Intuitivement ce résultat se comprend
facilement : un solide étant indéformable par
définition, on comprend que nécessairement, sous
peine de le voir éclater, la vitesse du point A
dans la direction AB doit étre la méme que la
vitesse du point B dans la direction AB.

1.3. TORSEURS CINEMATIQUES
DES LIAISONS

Pour les liaisons entre deux solides (S,) et (S,) que
nous avons définies au chapitre I nous allons
indiquer la forme du torseur cinématique
{V(S,/S)} de chaque liaison.

Ce torseur s'écrit a [lorigine du rep
R(O, %, 7. 7)
v [VEWAN
{vs./sn}= { /5 }
O

V(OES,/S))

Nous noterons, quand elles ne sont pas nulles,
composantes des éléments de réduction dans la t
de R par :

A(S,/S))=ak +BY +vi
V(OES,/S,)=ux +vy +wi
et nous écrivons le torseur cinématique avec
composantes de la fagon suivante :

a u
{VS./S0}= {ﬂ v}.

Y w

Pour mettre en évidence les composantes nulle
faut placer convenablement le repére R par rap
a la liaison. C’est pourquoi, nous préciserons
chaque liaison, dans le tableau de la figure 7,
quel point on peut exprimer le torseur cinémati
pour qu’il conserve ses composantes nulles, la t
(%, ¥, Z ) restant inchangée (colonne « forme part
litre conservée » du tableau).

TORSEURS CINEMATIQUES DES LIAISONS

Forme Forme
- Liaison {v(S./S0} particuliére Liaison {VU(S,/S0)} particuliére
conservée conservée
ponctuelle a u . pivot a u B
de normale { B v } dep?g ts{ ) glissant 0 0 dep?(l)n lsf )
(0,7) oly © ’ d’axe (0, X ) ol0 0 ’
linéique
rectiligne a u points glissiére a u :
d’axe (O, ¥ ) 0 v du plan hélicoidale 0 0 depz)gl lsf )
de normale | oy O (0,7, %) daxe (0, ¥) ol0 0 ’
(0.7) u=pa
linéique - au glissiére 0 u en tout
AU g0 oint O d’axe (0, X)) LA oint
daxe (0,%) | oly 0 P g olo o P
rotule de z g au pivot {‘3 8 } points
centre O Jdy o point O d’axe (0, 1) Jo o de (0, %)
appui plan 0 u 0 0
de norglale 0 v enoti?‘l:t encastrement {0 0 } enoti?:t
(0,7) oly 0 pomt olo 0 P

Fig. 7
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TORSEUR ,
DES PETITS DEPLACEMENTS
DES POINTS D’UN SOLIDE

1. Déplacements des points
d’un solide
n solide (S) en mouvement par rapport a un

e R. Notons (1) sa position dans R a la date
¢ et (2) sa position dans R a la date ¢’ (figure 8).

date t
(S)
I date t'
1
(1) )
2
Fig. 8

) fltrdeux points quelconques du solide (S), notés
Aet'B i la date t et A’ et B 4 la date ¢'.

Définition
Le vecteur AA’ est ppelé " dépl, ¢ du

point A par rapport au repere R, entre les dates
tett,

De méme, le vecteur BB’ est appelé vecteur
déplacement du point B par rapport au repére R,
entre.les dates £ et t'.

Lorsque la position (2) du solide (S) est quelconque
par rapport a sa position (1), il n’y a pas de relation
simple entre les vecteurs déplacement des points A
et B. Par contre, si la position(2) est voisine de la
position (1), il existe entre les vecteurs AA' et BB’
une relation analogue a celle qui existe entre les
vecteurs vitesse des points A et B, relation que nous
allons démontrer.

1.42. Petits déplacements
des points d’un solide

Considérons, 2 la date ¢, le torseur cinématique du
mouvement du soliee (S) par rapport au repére R.

Q(S/R)
U(S/R){= .
{vs/r)) A{m/m}

Entre les vecteurs vitesse des deux points A et B

du ,solide (S) existe la relation que nous avons

repérée (1) au paragraphe 1 :
V(B/R)=V(A/R)+(S/R)AAB.

Posons ¢'=¢+dt, dt représentant un intervalle de

temp§ élémentaire, et multiplions les deux membres
de I'égalité précédente par df :

V(B/R)dt =V(A/R)d¢t + (S/R)dt A AB.

Posons :
U(A/R)=V(A/R)dt
U(B/R)=V(B/R)dt
W(S/R)=1¥S/R)dt.

Le vecteur déplacement éiémentaire du point A est

en toute rigueur le vecteur AA’ représenté figure 9.

V(A/R)

trajectoire
de A dans R

Fig. 9

Lorsque dt — 0, on considére que le vecteur
U(A/R) est pratiquement égal au vecteur AA’ et
qu'il représente lui aussi le déplacement
élémentaire, ou le petit déplacement, du point A
par rapport au repere R.

Définitions
ﬁ(A/R) est appelé vecteur petit déplacement du
point A par rapport au repére R, a la date ¢

W(S/R) est appelé vecteur petite rotation du solide
(S) par rapport au repére R, a la date ¢

Par suite, entre les vecteurs petits déplacements des
deux points A et -B du solide (S) existe la relation :

UB/R)=T(A/R)+ W(S/R) A AB.

relation qui montre que le champ des vecteurs petits
déplacements des points du solide (S) par rapport
au repére R peut étre représenté par un torseur,
que nous écrirons au point A de la facon suivante :

W(S/R)
WSR)} = 1. 5
(uem) A‘{U(A/R)}

Définition
Le torseur {U(S/R)} est appelé torseur des petits

déplacements des points du solide (S) par rapport
au repére R.

REMARQUES

— Généralement, on considére que le solide (S)
a un petit déplacement, par rapport au repére R,
lorsque les déplacements de ses points sont de
quelques millimétres et sa rotation de quelques
degrés.

— Cette notion de torseur des petits déplacements
est utile pour déterminer simplement le petit
déplacement d’un point particulier d’un solide,
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car ce calcul se raméne, en fait, au calcul du
vecteur vitesse de ce point.

__ En résistance des matériaux, on définit le
déplacement du repére principal d’inertie quadra-
tique d’une section droite d’une poutre, entre la
position non déformée et la position déformée de
cette poutre, par un torseur de petits déplace-
ments défini au centre de gravité de la section
droite considérée.

— En métrologie, pour optimiser la position
d’une premiére surface théorique associée a la
surface réelle, nécessaire pour mesurer les écarts
de position et de forme, on définit une deuxiéme
surface théorique associée qui se déduit de la
premiére par un torseur de petits déplacements.

1 .4.3. Application

Soit R(O, ¥, ¥, Z ) un repére lié au bati (So) d’un systéme
bielle-manivelle représenté par la figure 10.

y {‘ 6 Y2

Y1
Xy Oz

Fig. 10

La manivelle (S,) a une liaison pivot d’axe (C, 7) avec
(S,) telle que : OC=hy (h>0). Soit R,(C, %;, ¥i, £ ) un
repére lié a (S;). On pose a=(F%, %)

La bielle (S;) d’extrémités A et B a une liaison rotule de
centre A avec (S;) telle que : CA= X, (r>0) et une liaison
rotule de centre B avec le coulisseau (S;) tefle que le point
B décrive I'axe (O, ¥ ). Soit Ry (A, %2, 72, 7 ) un repére
1ié & (S,) tel que AB=1%, (I>0). On pose g =(%, %)

QUESTION 1

Déterminer les vecteurs vitesse V(A/R) et V(B/R).

REPONSE
Les deux points C et A appartenant au méme solide (S,),
calculons V(A/R) a partir de V(C/R) :
V(A/R)=V(C/R)+1X(S;/R)ACA
= 0+a'f AFX,
comme 7 AX;=5,, on peut écrire :

’ ‘ V(A/R)=ra'§;. l

Les deux E_oints A et B appartenant au méme solide (S,),

calculons V(B/R) a partir de V(A/R):
V(B/R)=V(A/R) +{(S,/R)AAB

+B'7 A,

comme 7 AX,=J, on peut écrire :

rV(B/m: s+ I8 |

=ra'y,
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QUESTION 2
Déterminer la relation entre les angles « et 8.
REPONSE
En remarquant que : HA=KA—h
{m =rsin a

avec ek X .

KA=—Isin 8 (B <0 sur la figure).
On obtient la relation :

r rsine=—{sinB—h

QUESTION 3

Déterminer le petit déplacement du point B suivant P'a
(0, % ) lorsque la manivelle (S;) tourne d’un angle da
partir d’une position « donnée.
Application numérique :

r=20'mm

1=50 mm

h =10 mm

a=30"

da=2°.

REPONSE

Le petit déplacement du point B par rapport au repére

est : - —
U(B/R)=V(B/R)d¢

sachant que : .
V(B/R)=ra'y, +1B'Y,
AR [u’ dt =da
__ B’ dt=dp
U(B/R) s’écrit :
T(B/R)=r da¥, +! dB¥,.

REMARQUE
Si t est exprimé en secondes et ' en radians [
seconde, da s’exprime en radians.

Soit en projection sur X :
U,(B/R)=—r sin a da —! sin 8 dB.
Exprimons ce déplacement élémentaire en fonct

de da.
dB s’obtient en différenciant la relation :
rsina=—{sinB—h

soit
rcos @ da=—1cos B dp
N r_cosa .
dod dB=--x——da (sicos B#0).
I cospB
Par suite :

U B/R)=—rsin a da +r cos a tg § da

U,(B/R)= —r[sin a —cos a tg Blda.

Application numérique

Avec les valeurs proposées :

1
sin 8= —7(h+r sin a)=—0,4

B =-23,58°

ot rU,(B/R)= ~0.61 mm.J
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Soit uﬁ solide (S) en mouvement par rapport a un
repere R(O, X, ¥, Z )._ .
Considérons deux points A et B de ce solide.

Entre les vecteurs vitesse des deux points A et B
dusolide (S) par rapport au repére R, nous avons
stabli la relation (1) (voir paragraphe 1) :
V(B/R)=V(A/R)+XS/R)AAB.

Pour. obtenir la relation entre les vecteurs accéléra-
tion des deux points A et B du solide (S) par rapport
au repére R, dérivons les deux membres de cette
égalité par rapport 2 la date ¢, pour un observateur
1ié au repére R

[(—f; \”f(B/R)]R = [% Vam)) )
+ [% (b’(S/R)AKﬁ)]R.
Soit
f(B/R)=T(A/R)+ [% ﬁ(S/R)L AAB
+0s/R)A[ 5 B8]

Pour calculer [ad—t X}i] utilisons la base liée a (S) :
R

[% xg] =[% K}i] +TU(S/R)AAB.
R s

d — e

Le vecteur [E; AB] est nul car le vecteur AB est
S

constant dans (S).

Par conséquent, la relation entre les 2 vecteurs

accélération I'(B/R) et I'(A/R) est la suivante :

T®/R) =T(A/R) + [% G| AxB
+OSR)A[GS/R)AAB] | (@)

Les vecteurs accélération des points d’un solide ne
vérifient pas la relation de changement de point du
moment d’un_torseur & cause de I'existence du
dernier terme Q(S/R)A[(S/R)AAB]. Par suite, le
Cha.mp des vecteurs accélération des points d’un
solide n’est pas représentable par un torseur.

REMARQUE

Si nécessaire, pour bien préciser que le point A
est lié au solide (S) nous noterons le vecteur
accélération :

T(A€S/R).

Application

Soit R(O, %, ¥,7) un repére lié 2 un bati (S).
Considérons un solide (S) ayant avec (Sg) une liaison
pivot d’axe (O, 7 ) (figure 11).

X4

alt)

Fig. 11

Soit R,(O, %;, ¥1, 7 ) un repére lié a (S).
Posons a(t)=(x, x;).
Soit P un point du solide (S) tel que

OP=a%, (a: constante positive).

QUESTION

Déterminer le vecteur accélération du point P par'g’nl..
rapport au repére R : T'®/R).

ot

REPONSE

En écrivant entre les points O et P la relation (4), on
obtient :

f(P/R)=f(O/R)+[£ ﬁ(S/R)] AOP
R

+0(S/R)A[G(S/R)AOP].
Le point O étant fixe dans le repére R :
T(0o/R)=0.
De plus :
AS/R)=a'F

d -
et [a 6(S/R)]R—a Z.
Alors

T(P/R)=a"Z Aa¥; +a'? Aa'Z Aaky).

En remarquant que 7 A%, = ¥,, [(P/R) s"écrit :
T(P/R)=ac"§, + a'Z Aaa'Fy.
Soit, avec Z Ay =% :

T'(P/R)=aa"§,— aa’z)?l.J




A SAVOIR

PROBLEME RESOLU

Soit RO, ¥, 7, 7 ) un repére lié 4 un biti (S,)
(figure 12). Une tige (S), de longueur I,
d’extrémité A et B, d’épaisseur négligeable, a
une liaison linéique annulaire de centre A, d’axe
(0, ¥ ) avec (S,) et une autre liaison linéique
annulaire de centre B, d’axe (O, ¥ ) avec (S,).
Soit R, (A, %,, #;, 7 ) un repére 1ié a la tige (S)
tel que AB=17,, on pose a=(%, %,).

V 0z 1

) 41
B

S a
o A "
Fig. 12
QUESTION 1
Déterminer { U(S/R} au point A.
REPONSE
Ce torseur est constitué des deux vecteurs
suivants :
Q(S/R
{Vs/R)} = {f / ’}
AlV(A/R)
avec
Q(S/R)=a'7
—- — d, . .
et V(A/R)= [a OA]R—[a—tl sin a X ]R

=la' cos aX

donc | {V(S/R)}= { G2 ’}A

la' cos ax

QUESTION 2

Déterminer le moment central et I’axe central d
ce torseur.

REPONSE

Les deux éléments de réduction du torseur sor
perpendiculaires, par conséquent ce torseur e:
3 résultante et par suite son moment central e:
nul.

L’axe central A a méme direction que |
résultante générale du torseur, soit 7.
Notons [ [Iintersection de A avec
(0% 7).

Le moment central étant nul :

Connaissant le torseur au point A, la position d
point I est donnée par la relation (.
paragraphe 1.2.1

le pla

—T—a'ZMa’ cos aX
(azz*)'z
Al=1Icos ay

Ce point I est le quatriéme sommet du rectang
BOAL

REMARQUE

rotation du mouvement du plan (A, %, ¥,) p.

I Le point 1 est appelé centre instantané .
rapport au plan (0, %, ¥ ).




ESTION 3 O et A la relation entre les vecteurs vitesse de
deux points d'un solide.
V(OES/R)=V(A/R)+ (S/R)AAD

=la’' cos aX +a'f Al sin a¥

: ’ . A avec 7 AX =§, on obtient

axoides sont les surfaces engen rées par o e DO

ns (S) et dans R. Comme A a méme direction . V(OES/R)=la’ cos aX —la' sin a§

7 les axondes sont des cylindres de génératri- | Soit

paralléles 3 7. Ces axoides seront donc = - ——

minées par leur section droite avec les plans V(OES/R)=la'(cos aX —sin ¥ ). |

(0.%7) et (A %5
qui revient & chercher les licux de I dans R

QUESTION 6

jeu de I dans R (base du mouvement). | ;) Calculer le vecteur accélération T'(A/R) en
marquons qu; or= lI (ﬁg"’l e Ij)’ par su1(t)e ‘}e dérivant le vecteur vitesse V(A/R).

t 1)
ieu d7 SO est le cercle de centre © ‘b) Calculer le vecteur accélération l"(B/R) en

jcu de I dans R, (roulante du mouvement), | dérivant le vecteur vitesse V@®B/R).

Retrouver P’expression de I‘(B/R) a partir de
emarquons que I’angle AIB est droit, par suite ) P!
lieu ?ic I dans R, est le cercle de diamétre AB. T(A/R) en utilisant la relation 4 du paragraphe 2.
" QUESTION 4
culer V(B/R) de deux fagons :
en dérivant le vecteur position OB,
) & partir de V(A/R). X étant constant dans R

Ll reser],

l V(B/RY=—Ia’ sin a ¥. I

REPONSE
a) T(A/R)= [ V(A/R)] =[% la' cos af]

R

| T(A/R)=1(a" cos & —a™ sin a)X. |

by FB/R)= [ Vo/m)]
= [% (—la'sinay )]

R

“b) V(B/R)= V(A/R) + T(S/R)A AB
=la' cos aX +a'7 ALY, y étant constant dans R :

: =la’' cos aX ~la'%,
sachant que X, =cos aX +sin ay

V(B/R)=la' cos aX —la'(cos a¥ +sin aF ), ¢) Utilisons la relation (4) du paragraphe 2 entre
les points A et B :

l T(B/R)= —l(a" sin a + &' cos a) . |

soit ! V(B/R)=—la’ sin a 7. l

F(B/R):F(A/R)+[ Z’)(S/R)] AAB
REMARQUE +Q(S/R)A[§(S/R)AAB]

S . . soit en remplagant :
La trajectoire du point B étant connue la P ag

premiére méthode de calcul est préférable. I'(B/R)=1I(a" cos & — & sin a) ¥ tauz’ A,ly', .
+a'7 A(a'Z AlT,)
QUESTION 5 en effectuant les produits vectoriels :

Calculer le vecteur vitesse du point O, supposé lié | T(B/R)=i(a"cos @ — a”?sin @)% —la"%, — la™%,
a (S) a Pinstant considéré, par rapport au repére | et en notant que :
R: VOES/R).

REPONSE
La méthode pour calculer V(OES/R) est de | on obtient :
passer par I'intermédiaire d’un point qui appar-

tient sans ambiguité au solide (S), par exemple T(B/R)=~l(a" sin @ +a" cos a) 7.
le point A. Autrement dit d’appliquer aux points

{fl =cos aX +sinay
y

Y,=—sin aX +cos ay
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QUESTION 7

Calculer le vecteur accélération du point O,
supposé lié a (S) a I'instant considéré, par rapport
au repére R : (O ES/R).

REPONSE _

Comme pour calculer V(OES/R), on caicule
T(OES/R) en passant par I'intermédiaire du
vecteur accélération connu d’un autre point du
solide (S), par exemple le point A.

f(0es/R)= r(A/R>+[ Q(S/R)] AAD
. +Q(S/R1A[Q(S/R)Am]
soit en remplagant
F(OES/R)=1(a" cos a —a” sin @)
+a"7 A=l sinaX +a'F A(a'? A=l sinaX)
en effectuant les produits vectoriels :

l:(OES/R)=/(a" cos a—a?sin o)X
~la" sin @y +la’ sin aX

soit

O€eS/Ry=1la"(cos aX —sin ay ).

REMARQUE

— Pour calculer V(OES/R) surtout ne pas
dériver le vecteur position du point O dans le
repére R. Cette opération n’a jamais été
définie et de plus elle donne un résultat faux.
En effet, le vecteur position du point O dans
le repére R est le vecteur nul, et en appliquant
les régles de dérivation habituelles, qui igno-
rent que le point O appartient au solide (S)
a linstant considéré, on trouverait un vecteur
vitesse nul. -

— Pour_calculer T{OES/R) surtout ne pas
dériver VIOES/R), pour les mémes raisons
que précédemment.

CONSEILS POUR LA RESOLUTION

— La relation V(B/R)=V(A/R)+{S/R)AAB
ne s’applique qu’entre deux points A et B liés au
solide (S) & I'instant considéré.

— Soit P un point en mouvement par rapport au
solide (S). Pour calculer, 2 un instant donné,
V(PES/R) passer par I'intermédiaire d’un point
appartenant effectivement au solide (S), par
exemple A, pour écrire la relation :

V(PES/R)=V(A/R)+{(S/R)AAP.

%

Surtout ne pas dériver le vecteur position du pom(
P dans le repére R. ,1
— Pour calculer T(PES/R) procéder de la memg
fagon. Surtout ne pas dériver V(PES/R).
— Pour appliquer graphiquement le théoréme dc
I’équiprojectivité du champ des vitesses d'un
solide faire attention de bien porter les projections
des vecteurs vitesse du méme cOté des pomts
considérés.

De plus, ce théoréme ne s’applique qu’entre deux
points d’un solide.

EXERCICES AVEC REPONSES

I — Le dispositif représenté figure {3 est une partie
du mécanisme de prise de passes automatiques d'une
machine a fileter.

La rotation de la came @ autour de l'axe (O, %)
provoque la rotation autour de 'axe (A. Z )dulevier

qui entraine la biellette .donc la rotation autour de
'axe (E, 7 ) de la piéce . Par I'intermédiaire du
cliquet 3 engendre la rotation de la roue a
rochet (7) et du pignon e autour de (K, 7).
L’engrenage provoque la rotation de
I’excentrique autour de (M, 7) qui permet le
déplacement d’une butée (non représentée sur la figure)
en contact avec au point N.

Le but de I'étude est de déterminer, dans la configura-
tion proposée, le vecteur vitesse du point N de
’excentrique par rapport au bati : V(N€E10/0), con-

naissant le vecteur vitesse du point C de la came par
rapport au bati : V(CE1/0), représenté sur la figure.
En supposant que le galet roule sans glisser sur la
came @ on admettra que :

V(CE 1/0)=V(CE2/0).

QUESTIONS
1° Déterminer graphiquement le vecteur vitesse :
V(H € 7/0); sachant que
V(€€ 1/0)]| = 1100 mm/s.
2° Déterminer $3(7/0) et $(10/0). Pour cela, on admettra
que :
V(H €7/0) = —50% + 4005,
3° En  déduire la norme du vecteur vitesse
V(N € 10/0).

60
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REPONSES

1° En  appliquant le théoréme de 1'équi-

projectivité du champ des vecteurs vitesse des points

d’un solide successivement _entre les points C et B de
,BetDde(4),DetFde ,FetHde@ondétermine

V(H€E7/0). On trouve que

[V(HE7/0)|| ~ 400 mm/s.
20 §(7/0)=—~12,57 et (3(10/0)=3,467.
3° V(NE10/0) = —128,02% +6,925
et IV(Ne10/0)] = 128,21 mm/s.

2 — Le dispositif représenté figure I4 permet de
centrer entre pointes des troncs d’arbres pour les
dérouler en feuilles minces sur une machine analogue
a un tour. Ces feuilles seront ensuite collées entre-elles
pour obtenir du contre-plaqué multiplis.

Le vérin (V)articulé sur le bati @ en N et sur la pince

en A, permet par |'intermédiaire des biellettes @ et
d’entrainer en rotation par rapport au bati les pinces
autour de (F, 7 ), @ autour de (D, 7 ) et @ autour de
(K, 7).

Le but de I’étude est de déterminer les vecteurs vitesse
par rapport au biti des points des piéces @, @ et @ en
contact avec le tronc d’arbre.

QUESTIONS

1° Connaissant le vecteur vitesse du point A par rapport
au bati : V(A/0), déterminer graphiquement le vecteur
vitesse des points de contact 5, T, S des ginces 1,2 et
Ci avec le tronc d’arbre: V(RE1/0), V(SE2/0) et
V(T €3/0).

2° Expliquer pourquoi ces vecteurs vitesse sont de méme
norme.

REPONSES

1° Voir figure 14.

— D est le centre de rotation de la pince @ par rapport
au biti : V(SE2/0) est directement déterminé a partir
de V(A/0). _

— Aprés avoir déterminé V(C/0), appliquons le théo-
réme de I'équiprojectivité du champ des vecteurs
vitesse des points d'un solide entre les points C et G
de , pour tracer V(G/O). F est le centre de rotation
de la pince par rapport au bati; _V(REI/O) est
directement déterminé a partir de V(G/O).

— Aprés avoir déterminé V(E/0), appliquons le théo-
réme de I’équiprojectivité entre les points E et H de
pour tracer V(H/O). K est le centre de rotation de la
pince par rapport au bati. V(T €3/0) est directement
déterminé & partir de V(H/0).

2° Ces vecteurs vitesse sont de méme norme car le
parallélogrammes HEDK et CGFD sont identiques ¢
les points R et S sont disposés de la méme fagon p:
rapport 2 GF et ED, ainsi que les points S et T p:
rapport 8 CD et HK. Cette condition est nécessair
pour éviter de mater le bois lors du serrage.

3 — La figure 15 représente un pendule double const
tué de deux tiges OA et AB.

14
y2
a

A Oz
A 8

X4

XV X2
x
Fig. 15

La tige OA est en liaison pivot d’axe (O, 7 ) avec |
bati. La tige AB est en liaison pivot d’axe (A, 7 ) ave
la tige OA.
Soient trois repéres: R(O, %, 7,7 ) lié au bat
R, (0, %\, 7|, 7 ) li¢ 2 la tige OA et R, (A, %y, 7, 7 ) li
a la tige AB, tels que :

OA=adaX; (a>0)

=bx, (b>0)

QUESTIONS

Déterminer :

1° Le vecteur vitesse du point B par rapport au repér
R : V(B/R).

2° Le vecteur vitesse du point B par rapport au repér
R, : V(B/R,).

3° Le vecteur vitesse du point B appartenant au repér
R, par rapport au repére R : V(BER,/R).

4° Le vecteur accélération du point B par rapport a
repére R : ['(B/R).

5° Le vecteur accélération du point B par rapport a
repére R, : I'(B/R,).

6° Le vecteur accélération du point B appartenant a
repére R, par rapport au repére R :

TBER,/R).
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REPONSES

1° V(B/R)=aa'y, + bB'¥,.

2° V(B/R,)=b(B'~a") J2.

3° V(BER,/R)=aa'§, + ba'F,.

4° T(B/R)=aa"y, — aa’*%, + bB"¥, — bB"%,.

5° T(B/R,)=b(B"~a")§,~ b(B' — &'V %,

6° T(BER,/R)=aa"y, — aa’’%, + ba"y, — ba'%,.

4 —1Le schématisé

constitué :

manipulateur figure 16 est

Fig. 16

— d’un  bati  (Sp)
R(O, %, Yo. Z0)»

auquel est lié le repere

— d’un bras (S;) en liaison pivot d’axe (O, ) avec |

le bati. R,(O, ¥, ¥, %) est un repére lié€ a (S;), on
pose a =(%o, %),

— d’un bras (S,) en liaison pivot d’axe (A, Zp) avec |
bras (S;). Ry (A, %, ¥a, 7o) est un repére li€ a (S;) tc
qiie OA = aX;, on pose B=(%,, ),

— d'une téte (S;) en liaison pivot d'axe (B, Z,) ave
le bras (S;) telle que AB=bX,.

Le manipulateur est immobilisé dans la position a = 3C
et B =20°. On donne a =300 mm et b =400 mm

QUESTION

De quelles valeurs doivent varier les angles a et § pou
que le centre B de la téte se déplace de —3 mm suivar
Xo et de +1 mm suivant 5,?

REPONSES
da =—0,65°.
dp=1,52°.

5 — Soit R(O, %, ¥, ) un repére lié¢ au bati @ d’u

régulateur 2 boules schématisé comme I'indique :
figure 17.

Le corps @ a une liaison pivot d’axe (O, ¥ ) avec @
Soit R, (O, ¥, ¥, Z;) un repére 1ié a (1).

l!(t):(}.’v Vi )

Le levier @ a une liaison pivot d’axe (A, 7,) avec G
Soit R, (A, X;, ¥,, Z;) un repére lié a . On pose
OA=rj, (r>0) et B(1)=(%, %,).

Le levier a une laison pivot d’axe (B, 7,) avec @
Soit R;(B, i3, 73, 7;) un repére lié 3 (3). On pose
AB=I%, (1>0).

La piece a upe liaison pivot glissant d’axe (O, %

On pose :
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.SoitR4(D, %, 71, £ ) unrepére llea@ Lepoint
sltue sur I'axe (O La piéce a une liaison
¢ d’axe (C, %) avec @ On pose : =ry, et

QUESTIONS
QUESTIONS

Déterminer :
{9 Leés vecteurs rotation :
s/, e, 8o/,
2° Les vecteurs vitesse du point B :
V@, V@Bel o),
3° Les vecteurs vitesse du point C :
vicli2), Vicezl0), V(Clo).
4° Les vecteurs accélération du point B :
I'®/m, TC®ele), T®B/0).

803/2).

V(8/0).

REPONSES

1° §(1/0)=a'%
A2/0)=a'% +B'%
03/0)=a'% - p'7,
03/2)=-28'7.

2° V(B/1)=
V(BE1/0)=a'(r+1 sin B)7,
V(B/0)=IB'$,+a'(r+1 sin B)7,.

3° V(C/2)=-2IB'F;
V(CE2/0)=ra'z, +1B'(F2+ 33)
V(C/0)=ra'%, - 218’ sin B¥.

4° T(B/1)=1B"¥,— IB"%,
T(B€1/0)=(r+! sin B)(a"f,—
T(B/0)=18"5,— IB"%;

a'zi,)
L+ (r+l smB)

"

(a 71— a'’?y,)+ 2B’ cos B

6 — Le mécanisme du releveur de-fil d’'une piqueuse
plate est constitué comme I'indique la figure 18.

Fig. 18

Le plateau moteur @ et le levier du releveur de fil @
ont une liaison pivot, respectivement d’axe (O, 7 ) et
(A, Z), avec le bati de la machine.
Le releveur de fil est articulé avec
lintermédiaire de deux liaisons pivot, respectivement
‘daxe (B, 7 ) et (C, 7).

Le fil passe par le trou centré au point D.

@et@par‘

QUESTION

Connaissant le vecteur vitesse du point B par rapport
au bati (0 ), déterminer graphiquement, dans la configura-
tion proposée, le vecteur vitesse du point D par rapport

"au bati

7 — La figure 19 représente une pompe 2 eau a trois
bielles. Le mouvement est donné par un moto-
réducteur électrique tournant a 36 tr/min dans le sens
trigonométrique.

Sur I'arbre moteur est fixé une roue dentée @ qui
engréne avec un pignon ( 2 ). La manivelle { 3 ) est solidaire
du pignon . Les liaisons aux points D et E sont des
liaisons rotule : E est un point fixe du bati @ EnF les
trois bielles et 7 sont articulées autour de

l'axe 6 .

La bielle o entraine le piston qui se déplace dans le
cylindre o

On donmne : OA=55 mm, AB=33 mm, BC=11 mm,

CD=50 mm, OE=87 mm, DF=EF=FG=
a=35°

100 mm,

QUESTION

Déterminer graphiquement & I’instant de la configuration
de la figure (a =35°), la vitesse de translation du piston
. par rapport au bati
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Fig. 19

8 — Soit R(O, ¥, ¥, 7 ) un repére lié au bati @ d’une
petite machine 2 cambrer une série de pieces
(figure 20).

Le poingon a une liaison glissiére d'axe (O, ¥ )av
le bati @ Sa translation est assurée par un systéme
genouillere constitué d’une biellette articulée en
avec le béti, et d’une biellette articulée en C avec
poingon. La tige @ d’un vérin pneumatique, dont
corps a une liatson pivot d'axe (B, 7 ) avec le b
agit sur le point drarticulation A des deux biellettes (
et :

Données géométriques :

OA=AC=1=100 mm;

OB=h% +d§, avec h=90mm, d=150mm
Soit # le vecteur unitaire tel que OA=1i et levect
unitaire directement perpendiculaire & i.

{a =(% @)

B=(AB, 7).

Le systéme étant immobilisé dans la position a =
Ia tige sort du corps du vérin d’une longueur A=5n

QUESTIONS

1° Déterminer la relation entre A et le petit déplacen
du point A (on négligera les infiniments petits
deuxiéme ordre).

2° Calculer cos B en fonction de &, d, [, et a. En déd
la valeur numérique de la variation angulaire da
Pangle a«.

3° Déterminer le petit déplacement du poingon
rapport au bati.

On pose :




composition
— des mouvements

Dans le calcul du vecteur vitesse ou du vecteur accélération
d’un point d’un solide par rapport a un repére il est souvent
plus facile de passer par l'intermédiaire d’autres repéres. Le
but de ce chapitre est donc d’établir les relations qui existent
entre les différents mouvements de repéres les uns par

rapport aux autres.

Soit un solide (S) en mouvement par rapport 4 deux
fepércs R(O, f’ .)i {) et Ro(oo: fo: y.ov 2’0) eux-
mémes en mouvement I'un par rapport 3 I’autre.
Soit P un point du solide (S). Cherchons la relation
entre V(P/R,) et V(P/R). Pour cela calculons
V(P/R,). Par définition :

Vo /Ro) =[5 @]M.

> (R) v ©)

X

Fig. 1

En-écrivant que O,P = 0,0 + OP
[ d d
= V(P/R z[_ 6] [__ ] .
. (P/Ry) I [oX + i OP

5 d =

En remarquant que : [E 006] =V(O/R,) et en
. .o R .

utilisant la relation de dérivation mise en évidence

au Chapitre 2 (relation 6 paragraphe 5.2)
. d_ - _ .
— OP] = [i OP] +Q(R/Ry)AOP
Ro R

dt
) s’écrit :

(®B/Ry)=V(0/Ro) + [

d .
B 01)]R +0O(R/R,)AOP

soit en remarquant que V(P/R)=[dit 6!5] :
R

V(P/Ro)=V(P/R)+V(O/Ry) + B(R/Rp)AOP. (1)

Si on suppose le point P lié A R, V(P/R) est nul et

la relation précédente s’écrit :
V(PER/Ro)=V(O/Ry) +{(R/R,) A OP

qui est la relation entre les vecteurs vitesse de deux

points O et P d’un solide lié 4 R.

Alors la relation (1) ci-dessus peut s’écrire :

V@R)=V@R)+V(PE R/R.,)j )

Définitions
o V(P/R,) est appelé vect i bsol
o V(P/R) est appelé
o VIPER/R,) est appelé vecteur vitesse d’en-

trainement.

REMARQUE

Si le point P n’appartient pas au solide (S), cette
relation doit s’écrire :

vitesse relati

V(P ES/R) =V@PES/R) + V(PeR/R.,).] 3)

Application

Considérons le mécanisme plan d’entrainement d’une
pompe 3 main représenté figure 2.

Soit R(O, %, 7, 7 ) un repére lié a un bati (Sy).

Le levier (S;) a une liaison pivot d’axe (O, 7 ) avec (S,).
Soit R(Oy, %1, ¥, 7) un repére lié & (S,). L’axe
(04, ¥1) est dirigé suivant I'axe du levier.

La tige (S,) a une liaison glissiére d’axe (O, f) avec
(Sp) et le centre A d’un maneton lié & (S,), situé sur
(0, &), décrit I'axe (O, ;) 1ié & (S)).
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V(B/R)

- Y1
V(A/R)

V(AER,/R)

QUESTION

Connaissant le vecteur vitesse de translation de la tige
(S,) par rapport au repére R, déterminer graphiquement
le vecteur vitesse de ’extrémité B du levier (S;) par
rapport au repére R.

REPONSE

Appliquons au point A la relation (2) de composition
des vecteurs vitesse entre les repéres R et Ry :
V(A/R)=V(A/R|)+ V(AER/R).
V(A/R) est connu, il a méme direction que le vecteur
unitaire .
V(A/R;) a pour direction O,A.
V(AER,/R) est le vecteur vitesse du point A, supposé
lié & R,, par rapport & R. La liaison entre (Sy) et (So)
étant une liaison pivot d'axe (Oy, 7 ), tout point lié a
(S,) décrit dans R un arc de cercle d’axe (0.7).
Le vecteur vitesse V(AER/R) est donc perpendicu-
laire au rayon O, A de la trajectoire du point A, supposé
lié aR,.
D’ol la construction de la figure 2 pour
V(AER,/R). _
Le vecteur vitesse du point B par rapporta R : V(B/R)
se déduit du vecteur vitesse V(AER,/R) en remar-
quant que dans un mouvement de rotation les normes
~ des vecteurs vitesse sont proportionnelles 2 la distance
des points considérés a l'axe de rotation. Dot la
construction graphique de V(B/R) utilisée figure 2.

déterminer

ponctuel au point P. Soit (II) le plan tangent
commun en P 2 (S,) et (S,).
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(S2)

V(PES,/s,)

(84
Fig. 3

Définition

Le vecteur vitesse de glissement au point P ¢
olide (S,) par rapport au solide (S,) est le vecte
vitesse d’entrainement du point P dans le mouy
ment de (S,) par rapport a (S,), soit :

Le vecteur vitesse de glissement au point P du soli

(S,) par rapport au solide (S,) est paralléle au pl

tangent commun en P a (S,) et (S,).

Pour démontrer cette propriété appliquons en P

relation (2) de composition des vecteurs vites

entre (S;) et (S,).
V(P/S,)=V(P/S,) + V(PES,/S))

Propriété

soit :
V(PES,/S)=V(P/S,) - V(P/S,).

REMARQUE

Lorsque deux solides (S,) et (S,) sont en cont,
en un point P il faut toujours distinguer en
point, @ un instant donné, trois points :

— un premier point lié a (S,),

— un deuxiéme point li¢ a (S,),

— et le point géométrique de contact, n’app
tenant ni @ (S,) ni a (S;), qui au cours
mouvement se déplace sur (S,) et sur (S,).

Soit (C,) la trajectoire du point P sur la surf:
extérieure de (S,) (figure 4). V(P/S,) a mé
direction que la tangente P¢, a la courbe (C,).

V(P/Sy)

(S4)

Or le plan tangent en P a (S,) est défini par
deux tangentes Pz, et Pt; & deux courbes (C,
(C}), de la surface extérieure de (S,), concourar
en P.
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Par conséquent V(P/S.) est parallele 4 (IT). De
inéme pour V(P/S,).

‘Par suite V(PES,/S,) est paralléle au plan tangent
Eommun en P a (S)) et (S,).

éfinition
W On dira que (S,) roule sans glisser sur (S) si:

Application
appy e
Considérons le mécanisme plan de commande d’une

tige par un excentrique.

d

o1

Fig. 5
Soit R(O, %, ¥, Z) un repére lié au bati ().
L’excentrique (S) est assimilé 4 un disque de centre
C, de rayon a. (S) a une liaison pivot d’axe (O, 7)
avec (). Soit R {0, %, §;, 7 ) un repére lié i (S) tel

que :

O0C=c%, (e>0).
0=(%, ).
La tige (T) a une liaison glissiére d’axe (O, 7 ) avec (2).
(S) et (T) sont en contact ponctuel en un point I de
la section droite extréme de la tige.

QUESTION

Déterminer le vecteur vitesse de glissement au point I
du mouvement de (S) par rapport a (T) : V(IES/T).

REPONSE

““Les mouvements de (S) et (T) étant connus par rapport
4 (Z), appliquons au point I la relation (3) de
composition des vecteurs vitesse entre (S), (T) et (Z)

“ouR.

On pose :

V(I ES/T)=V(1eS/R)+ V(IER/T)
$0it en remarquant que
V(A ER/T)=-V(IET/R)
V(1eSs/T)=V(I€S/R)-V(IET/R).

Pour calculer V(1€ S/R) passons par I'intermédiaire du
point O : _ =
V(LES/R)=V(O/R)+(S/R)A 01

O étant I'origine du repére R : V(O/R)=0; d’autre part
0I=0C+CI,

soit Ol = e%, + aj.

Par conséquent,

VAES/R)=0'7 A(eF, +aF )=6'(eF,—af ).

La tige ayant un mouvement de translation rectiligne

par rapport a (), tous les points de la tige ont méme

vecteur vitesse, a un instant donné, par rapport i R.

Donc VAeT/R)=V(A/R).
A : point de la section droite extréme de la tige situé
sur Paxe (O, y ).

V(A/R)= [:—t m]k

d . e
[dt (a +f sin 6)y ]R
=e6' cos 5.
Par suite :
V(I ES/T)=0'(e§,— aX }— b’ cos 67.
En projetant sur ¥ et § les vecteurs de la relation
ci-dessus nous vérifions que le vecteur vitesse de

glissement est bien paralléle au plan tangent commun
en I & (S)et(T).

L V(IES/T)=—0"(a +e sin 6)%.

Soit un solide (S) en mouvement par rapport 3 deux
repéres R et R,. Cherchons la relation qui existe
entre les trois vecteurs rotation ﬁ(S/RO), O(S/R) et
Q(R/R,).
Pour cela appliquons la relation de changement de
base de dérivation, mise en évidence au chapitre 2
(relation 6, paragraphe 5.2), a4 un vecteur U
quelconque. Nous pouvons écrire successivement :
du dU - —
[dt ]R., [dt ]R+Q(R/R°)"U
dU dU —~
[dt ]R [dt]s"Lﬁ(s/R)AU'

En ajoutant membre & membre ces deux égalités,
il vient :
dU dU = -
(5] =[5 ] +Fes/m+ ar/ro1nT
de g, Ldtlg
d’autre part, nous pouvons écrire directement entre
(S)etR,: _ _
dU dU = —
[—] =[——] +T(S/Ry)AT.
de lg, Ldt g —e
. dU
En comparant ces deux expressions de [—] nous

en déduisons la relation (4) de composition des
vecteurs rotation :

| GsR)=T(S/R) + TRIR). | @
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Application avec
Considérons le sché inématique d’un train épicy- (Produi( des nombres de dents des)
cloidal & axes paralléles constitué de cing éléments K=(<1y" roues menantes des engrenages
(fig-6): = rodui
. roduit des nombres de dents des
— deux arbres (S;) et (S,) coaxiaux, ( roues menées des engrenages )

— un satellite (S),

— un porte-satellite (PS), R N N .
_— un bati (So). ol n =nombre d’engrenages a contact extérieur.
y ‘ Dans le cas présent, les nombres de dents des roues
{ étant indiqués sur la figure, nous avons :
(0] ZAZ
z K= +222¢€
ZpZp
T REMARQUES
U | __ La relation de Willis aurait pu étre obtenue
1 ! en écrivant que les cylindres primitifs des différen-
@ tes roues en contact roulent sans glisser l'un sui
Zc | Dautre.
12e 2 — La relation de Willis s'écrit aussi :
ol Tz A
:'_I : : - rwz—Kw,+(K~l)w=0. j
n L  pom | x
= L Par conséquent, nous pouvons dire qu’un trair
- épicycloidal est un mécanisme qui réalise un

fonction linéaire et homogéne entre trois vitesse.
de rotation.

Fig. 6 4. VECTEURS ROTATION DE
Soit R(O, %, 7, 7 ) un repere 1ié & (So). L'axe (0, ¥) ROULEMENT ET ROTATION
est paralléle a I'axe des roues. DE PIVOTEMENT .
(S, /R)= X : :
Posons : 0(S,/R)=wrX
T(PS/R) = wi. 0,(S2/S1)

QUESTION ) (s,/S,)
—_— 2
Déterminer la relation entre @,, w; et @ (relation de
Willis).

REPONSE

Remarquons que pour un observateur 1ié au porte-
satellite (PS) les axes géométriques de toutes les roues
sont immobiles.

Or nous savons calculer, pour un tel observateur, une
fois fixé un sens de parcours de la chaine cinématique
du train d’engrenages, le rapport entre la vitesse de

rotation de I’arbre de sortie et la vitesse de rotation (S4)

©,(S2/S1)

de I’arbre d’entrée.

Calculons €X(S,/PS) et 0(S,/PS) (relati.on 4, para- .
graphe 3). Fig. 7
i i
hiHEs S,/PS)={4S,/R)—UPS/R)=(w; — @)X .
g = _ _ (o VE Soit (S,) et (S,) deux solides en contact ponctu
6(5,/PS) = {U(S,/R) ~TUPS/R) = (wp ~ @) & au point P. Notons (IT) le plan tangent commun «

e Pour un tel observateur le rapport entre la vitesse de P a(S,) et (S2)

i rotation de I’arbre de sortie et la vitesse de rotation Soit ﬁ(lS /S )Zle‘ vecteur rotation du mouvement
3 de I'arbre d’entrée est égal i la raison K du train 2/ 1 N LI

ili: (S,) par rapport a (S;).

d’engrenages, .
Posons (S,/S,)=,(S2/S,)+Q(S2/Sy), avec
d'oit D279 _g {ﬁ,,(SZ/S[) perpendiculaire au plan (IT)
1,(S,/S,) paralléle au plan (IT).
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Définitions
o 0,.(S,/S,) est appelé vecteur rotation de pivote-
ment du mouvement du solide S, par rapport au
Soﬁile S
o ,(S./S,) est appelé vecteur rotation de roule-

ment du mouvement du solide (S,) par rapport au
solide (S,).

Application

Considérons un variateur 3 plateau, réglé dans une
position donnée, dont le schéma cinématique est
représenté figure 8.

Fig. 8

.- Soit R(O, %, 7, 7 ) un repére lié a un bati (Sp). Un
“:%odisque (8;) de centre C,, de rayon r;, a une liaison
ivot d’axe (O, f) avec (Sp). Le centre C, est sur
(0, ) et le plan de (S,) est perpendiculaire 3 (0, %).
~Un plateau circulaire (S,) de centre C, a une liaison
ivot glissant d’axe ( 0,7 ) avec (8y). Le centre C, est
ur (O, 7) et le plan de (S,) est perpendiculaire a

0,7
¢ plateau circulaire (S;) roule sans glisser sur le disque
S1) en un point I tel que :
Cl=r% (rn>0).

QS /R)=ajf
8(S2/R) = 3.

terminer la relation entre la vitesse angulaire a} du
teau (S;) et la vitesse angulaire «] du disque (S,).

) roule sans glisser sur (S)), par conséquent :
Ves,/s)=0.
N utilisant la relation (3) du paragraphe 1, de

omposition des vecteurs vitesse entre (S3), (S)) et R,
jobtient :

V(ES,/s,)=V(1€S,/R)— V(IES, /R)
€8,/R) se calcule en appliquant la relation entre
vecteurs vitesse des deux points I et C, appartenant

) VIES,/R)=V(Cy/R) + XS, /R)A T
3 _ V(C/R)=D

VIES,/R)=a}? Ari
V(IES,/R)=ra}5.

De méme, V([ES,/R) se calcule en appliquant la
relation entre les vecteurs vitesse des deux points I et
C, appartenant a (S,).

VaeSs /R)=V(C,/R)+ TS, /R)AT,T

avec : V(C,/R)=ﬁ

VAES,/R)=a|Z Ar7
SOit : VAES,/R) = —ral7.
Par suite :

V(LES,/S))=(rab+ ral)§.

La condition de non glissement se traduit donc par la
relation scalaire :

ray+rnaj=0.

QUESTION 2

Déterminer le vecteur rotation de roulement et le vecteur

r de pi du de (S,) par rapport
a (S)) en fonction de af, r, et 7,.
REPONSE

En utilisant la relation (4) du paragraphe 3 sur la

composition des vecteurs rotation, le vecteur rotation

du mouvement de (S,) par rapport  (S,) peut s’écrire :
US2/S)=TUS,/R) - T(S,/R) = as? — aiF

avec la relation : raj+raj=0

- r - -
a(S,/8))= —r—‘ @7 —ajf
2

Le plan tangent en I entre (S;) et (S,) est le plan .
}I, %, ¥ ), et la normale i ce plan est définie par I'axe

LZ) e
Le vecteur rotation de roulement étant paraliéle au plan f‘%‘,ﬁ;‘ .
(1, %, 5 ), est donc le vecteur :

8:(52/8)) = —aiZ. (5)

Le vecteur rotation de pivotement ayant méme direc-
tion que la normale (I, 7 ), est le vecteur :

Ba(S/80)= —? iz )

2

AR
apport a deux
repéres R et R, eux-mémes en mouvement I'un par
rapport a 'autre.
Soit un point P du solide (S). Nous avons établi
que :
G(S/Ro)=TU(S/R) + TU(R/R,)

V(PES/R,)=V(PES/R) + V(PER/R,).
Ces deux égalités traduisent 1’égalité des torseurs
suivants :

{ O(S/R,) }= { (s/R) }+{ GR/Ry) }
o\ V(PES/R)  V(Pes/R) . |V(PeRr/R,)
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Doit la relation de composition des torseurs
cinématiques :

f {‘U(S/Ro)}={‘U(S/R)}+{‘U<R/Ro)ﬂ @)

Application
Engrenage gauche (figure 9).

Fig. 9

Soit R(O, %, 7, 7 ) un repére lié 4 un bati (So). (S) et
(S,) sont deux roues constituant un engrenage.

La roue (S,) a_une liaison pivot d’axe DI(O, f) avec

(Sp) telle que [ -7 =0.

On pose : ==(%, 7).

La roue (S,) a une liaison pivot d’axe DZ(A, X ) avec

(Sp) telle que :
0A=a7 (a=0).

(La droite OA est la perpendiculaire commune des

deux axes des roues (S;) et (S,).)

Les vitesses angulaires de rotation de (S,) et (Sy)

autour de leur axe sont définies par :
{ QS /R)=w,i
U(S,/R)= w)k.

= w: 0
Soit K=-2 la raison de I'engrenage. (K est une
@

constante.)

QUESTION 1

Déterminer au point O le torseur cinématique du

mouvement de (S;) par rapport a (Sy).

REPONSE

Les mouvements de (S;) et (S,) étant définis par
rapport au repére R, appliquons la relation (7) du
paragraphe 5 de composition des torseurs cinématiques

entre (Sy), (S;) etR:
{V(S./S}={ V(S:/RI}+{ V(R/S1)}

(VS8 ={V (SR} —{VUES/R)}.

Le torseur cinématique {‘U(SZ/R)} a pour éléments de
réduction au point A :

Q(S,/R
(VSR = {:( N )}
A\V(A/R)
ﬁ(SZ/R)=wzf
V(A/R)=D

{v(s:/R}= A{"’ff}.

0

comme :

Ce torseur s’écrit au point O :
W X
{vs/m}= 4
olwX AAO

soit, avec AO=—a? :
{vis,/R)}= { ”'ZX,}- @®
otawyy
Le torseur cinématique {‘U(S,/R)} s’écrit au point O :
Si/R
(VSR = {_.( W/ )}
olV(O/R)
QS /Ry=w,i
V(O/R)=0

{vs/R)= {”."}
ol 0
Par suite : . .
wsysy= {7 {"i‘r}
{Vs/50} A{(_) {i

Pour soustraire ces deux torseurs exprimons-les au
méme point O. Compte tenu de la relation (8), on

obtient :
{V(s,/s0)= {‘”"_ }— {"’," }
olaw ) ol 0

{v(sy/s0}= {"’1’? __""i}.
o\ awyy

QUESTION 2

Déterminer I’axe central A du torseur cinématique du
mouvement de (S,) par rapport a (S,).

REPONSE

L’axe central A du torseur cinématique {‘U(SZ/SQ} a
méme direction que la résultante générale w,¥ —w i de
ce torseur (voir chapitre 3 paragraphe 1.2.1).

Pour faciliter les calculs et I'interprétation des résultats,
posons :

comme .

- U

U =—.

151
Les vecteurs unitaires ¥ et i étant fixes dans la base
de R, le vecteur U et le vecteur unitaire # le sont

également. .
Pour faire intervenir U dans [expression de

{‘U(Sz/Sl)}, écrivons que :
(wz e .»)
w | — % -1
@

{vsy/sp}=
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D, y
Fig. 10

U

alors {‘U’(Sz/Sl)}= 4

otaKey
On constate donc que le vecteur U a méme direction
que I'axe central A et que @ est un vecteur unitaire
de’'A.
Définissons les angles entre A et les axes des roues en
posant (figures 10 et 11) :

8, =(&, 1)
{52 =(u, %)
(les angles 8, et &, sont constants).
Par suite, I’angle 3 s’exprime en fonction de &, et &, :
2=(%7)
S=(% & )+(& i)

© La direction de A étant connue, reste a déterminer la
** position d’un de ses points dans le repére R.

. Le pied H de la perpendiculaire abaissée de O sur A
. est donné par la relation (2) du chapitre 3
wparagraphe 1.2.1.

- 50t

< doi

. w;UnaKe,y
OH=—7m——~
©}0?
(1787
2

) * soit OH=aK

~ Le vecteur U a méme direction que le vecteur unitaire
&, par conséquent on peut écrire :

U=(U-i)a
or U=Kx -1
- {J?;f:cosﬁz

i-u =cos &;

oH LI Y

A
K cos 8, —cos &, &/

soit OH = aK cos 8, -

K cos 8,—cos 8, “
>“Le point H est un point fixe de I'axe (O, 7).

r=0OH
r,=AH.

Dans I’engrenage gauche |r,| et |r,| sont les rayons
des cylindres primitifs des roues (S;) et (S,) :
si ’engrenage est a contact extérieur : ry-r, <0,
si ’engrenage est a contact intérieur : ry+r,=0.
La relation entre r;, r, et I’entraxe a des roues s’obtient
en écrivant que : o
OH=0A +AH
soit

n=a+r
d’oli la relation :

n—rn=a.

Par suite, on peut exprimer r, et r, en fonction de a,
K, &, et d,:

aK cos §;
=t (8)
K cos 8, —cos §;
a cos &
et rp=—— ©)

" K cos 8,—cos &,

REMARQUES

-— Le rapport, membre G membre, des expressions
de ry et r, obtenues en (8) et (9) donne la raison
K de I’engrenage en fonction de r,, r,, 8, et &, :

_I; €Os &,

= 5 10
r, cos 8, (10

(Si r, #0 et si cos §,#0.)

— Soit ¥ le vecteur unitaire tel que ¥ =7 A
(figure 11).

z0O

=y

i

A 7/ Lo
@,/ D N o
/ \9’; 82 \21

X N Eg 1
¥ est perpendiculaire a @, alors : & 9 =0

(K& ={)5 =0

en remarquant que

{f % =sin 8, (8,<0 sur la figure)

soit

[ ¥ =sin §;
Uexpression précédente s’écrit :
K sin §,—sin §,=0

_sin §,

d’ou -
sin 8,

1

(si sin §,#0).
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QUESTION 3

Déterminer le moment central du torseur cinématique
du mouvement de (S,) par rapport a (Sp).

REPONSE
Le moment central du torseur cinématique {‘U(Sz/S,)}
est le moment résultant de ce torseur en un point de
son axe central (chapitre 3 paragraphe 1.2.1).
Au point H de A le moment central est le vecteur
vitesse du point H 1ié a (S;) par rapport a (Sy), soit :
V(HES,/S)).
Ce vecteur vitesse se calcule a partir du vecteur vitesse
connu V(OES,/S,) par la relation :
V(HES,/S,)=V(0ES,/S;)+1(S,/S;)A0H.
0(S,/S;) et V(OES,/S,) sont les deux éléments de
réduction, au point O, du torseur cinématique
{‘U(SZ/S,)} déterminé 3 la premiére question, alors :
V(HES,/S)=aKw,§ +o,UArZ
Ce moment central a méme direction que I'axe central
A, cest-a-dire que i Or le vecteur w,UArZ est
perpendiculaire 3 #. Par conséquent :
V(HES,/S)=aKw (¥ <& )i
comme ¥ i =—sin 8, (8,<0 sur la figure)

V(HES,/S;)=—aKa, sin §, iL. J (12)

Ce vecteur représente la vitesse de glissement entre les
cylindres primitifs en leur point de contact H.

REMARQUES
1. On démontre, pour qu’un engrenage puisse
fonctionner correctement, que le plan tangent aux
profils conjugués en leur point de contact doit
étre paralléle a A. Donc A définit I'inclinaison
des dentures par rapport aux axes des roues.
[8,] et |8,] sont les inclinaisons primitives des
dentures des roues (S,) et (S,).
2. Les surfaces conjuguées en contact étant
voisines de A, la vitesse de glissement entre les
profils en contact & une norme voisine de celle
de VHES,/S)).
Par suite dans le cas du taillage d’une roue par
fraise mére || V(HES,/S))|| représente la vitesse
de coupe.
3. Le vecteur V(HES,/S,) peut se mettre en
place géométriquement sur la figure 11 en remar-
quant que :

V(HES,/S,)=V(HES,/R)~ V(HES,/R).
Le vecteur V(HES,/R) se détermine a partir du
vecteur vitesse du point A de 'axe de la roue
(S,) par la relation :

V(HES,/R)=V(A/R)+{KS,/R)AAH
comme V(A/R)=0
VHES,/R)=w,X Ari
soit
V(HESZ/R)= —wyrs.
Le vecteur V(HES,/R) se détermine a partir du
vecteur vitesse du point O de l'axe de la roue
(S,) par la relation :

V(HES,/R)=V(0/R)+{S,/R)AOH
74

comme V(O/R)=0
V(HES,/R)=w,i Ard
soit
V(HES,/R)= o]
(/" est le troisiéme vecteur_ unitaire de la ba:
orthonormée directe (7,1, ['))-
Par suite

r V(HES,/S))= —w,r,7 +o,rii.

QUESTION 4

Pour le cas particulier d’un engrenage a axes parallél
déterminer ’axe central A, la raison_l( en fonction
r, et ry, et la vitesse de glissement V(HES,/S,) enl
les surfaces primitives de ’engrenage.

REPONSE
¥
*~t—___cylindre
D primitif
2 A de (Sy)
A
H
[©)
. D, o y
X
“~~_cylindre
primitif
de (Sy)

Fig. 12

Dans ce cas 2 =0 et a #0, par suite §; et 8, sont r
et I’axe central A est paralléle aux axes des roues.
Les surfaces primitives de I'engrenage sont les surfa
réglées engendrées par A dans (S) et (S;) au co
du mouvement.

Dans ce cas les surfaces primitives sont des cylinc
de révolution d'axe D, et D,, en contact suivant
La raison K est obtenue par la relation (10):

r_ w2
K=—=—.
r;

La relation (12) indique que :

Ce qui montre que les cylindres primitifs roulent ¢
glisser I'un sur I'autre.

QUESTION §

Pour le cas particulier d’un engremage a

concourants, déterminer P’axe central A, la raison F
fonction de &, et 5,, et la vitesse de glisser
V(H ES,/S,) entre les surfaces primitives de Pengren
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REPONSE
Dans ce cas £#0 et a=0, les relations (8) et (9)
indiquent que r, et r, sont nuls, par suite A passe

[oF4 cone primitif
de (Sy)

<Y

Fig. 13 x

Les surfaces primitives de I’engrenage sont des cOnes
de révolution de sommet O, d’axe D, et D, et de demi-
angle au sommet |8, et |5z|- en contact suivant A.
La raison K est obtenue par la relation (11)

sin §;
sin &,

La relation (12) indique que :

Ce qui montre que les cdnes primitifs roulent sans
glisser 1’'un sur I'autre.

REMARQUE
Dans le cas d’un engrenage gauche les surfaces
primitives ne sont pas, en général, les surfaces
réglées engendrées par A dans (S,) et (S,) mais
des cylindres de révolution d’axe D, et D, comme
cela a été mentionné a la deuxiéme question, car
cela conduirait a des profils conjugués difficiles
a fabriquer.

Soit un solide (S) en mouvement par rapport 4 deux
repéres
R(O, Xy, Z) et Ro(om %o, Yo io)

eux-mémes en mouvement 1’un par rapport i I'autre.
Soit P un point du solide (S). Cherchons la relation
entre les vecteurs accélération du point P par
rapport au_repére Ro; I'(P/R,) et par rapport au
repere R; T(P/R).
Dans le paragraphe | nous avons établi la relation
(1) suivante entre les vecteurs vitesse de P par
rapport 4 R et 4 R :

V(P/Ro)=V(P/R)+V(O/Ro)+H(R/Ro) A OP.
Dérivons les deux membres de cette égalité par
fapport a la date f#, pour un observateur lié au
repére R,.

[% V(P/RO)]N = [:—t V(P/R)]R + [:_t V(O/Ro)]

) @ a
d . d
+ [E ﬁ(R/Ro)]ROA OF +G(R/R,) A [a @]Rm
amy av)

Calculons successivement chaque terme :
(I) s’écrit :

dw d -
[EV‘P/R)]; [EV(P/R)]RH’S(R/RO)AV(P/R)
soit
[% V(P/R)] =T(P/R)+ B(R/Ry) AV(P/R)
Ro
(I1) s’écrit :
d - .
[5 V(O/Ro>]ko= 10/ Ry)
(III) reste inchangé.
(IV) s’écrit :
d —
TR/Ry)A [&? op]kn _}S
o .
=R —— +0R
®RRIN [ L+ (R/R;)A O |
d1
avec [E OP]R =V(P/R)

AR/ROA [ 0P] =TR/R)AVR/R)

Ry ey
+0(R/Ro) A[O(R/Ro) AOP. -
Sachant que (V) est égal & I'(P/R,) on obtient la
relation suivante :

T(®/Ro) = F(@/R)+T(O/R))+ [ 3 TUR/Ry)| OB
Ro
+O(R/Rp)A[(R/Ry) A OP |+ 20(R/Ry) A V(P/R).

Si on suppose le point P lié 4 R, la relation
précédente s’écrit :

T(PER/R,) =T(O/Ro) + [% ﬁ(R/RO)] AOP
Ro P~
+0O(R/Ro) A[O(R/R,) A OP ]

qui est Ja relation entre les vecteurs accélération de

deux points O et P d’un solide lié a R.
Alors :

T'®/R,) =T(P/R) + TP ER/R,)
+2Q®R/R,) A VPIR). (13)

Définitions
. E(P/Ro) est appelé vecteur accélération absolue.
o I'(P/R) est appelé vecteur accélération relative.
. f(l’ E€R/R,) est appelé vecteur accélération
d’entrainement,
o 2Q(R/R,) A V(P/R) est appelé vecteur accéléra-
tion de Coriolis.
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Application

Yo

(R) (Ro)

® ‘]

z
Fig.14  © " Xo
Soit Ro(O, %, Fo. 7 ) un repére lié a un bati (Sp)- Un
solide (S) a une liaison pivot d’axe (0, z') avec (Sg).
Soit R(O, %, ¥, %) un repére li¢ a (S). On pose :
0=(%, % ) avec § =wt (w constante positive).
Un solide (S;) a une liaison linéique annulaire de centre
P, d'axe (O, ¥ ), avec (S) telle que':

OP=at’% (a constante positive).
QUESTION 1
Déterminer les vecteurs vitesse du point P :
V®/R) et V(PER/Ry).

En déduire le vecteur vitesse V®IRy).
REPONSE

Le vecteur vitesse V(P/R) s’obtient en dérivant le
vecteur position du point P dans R :

V(@/R)= [% GP]R

. =, _fd 1,]
soit V(P/R)A[dt at’x .

d’olt V(P/R)=2at%.

Le vecteur vitesse d’entrainement du point P dans le
mouvement de R par rapport a Ry se détermine 2 partir
du vecteur vitesse V(O/R) par la relation :
V(P ER/Ro)= V(O/R)+THR/Re) AOP.
Le point O étant fixe dans R :
VO/R)=0 et  V(PER/Rg)=wi nat’x

soit V(PER/Ry)= amtz§J

Le vecteur vitesse V(P/Ry) s’obtient en appliquant la
relation (2) du paragraphe | de composition des
vecteurs vitesse entre les repéres R et Ro :

V(P/Rg)=V(P/R) + V(PER/Ry).
Par suite :

V(P/Rg)=2at% + awt’y.
Sur la figure 15 sont placés les trois vecteurs vitesse
qui viennent d’étre calculés.
s Yo

V(P/Ro)

V(P/R)

QUESTION 2

Déterminer les vecteurs accélération du point P suivants :
T®/R) et T(PER/R.

Puis Paccélération de Coriolis 283(R/Ro) A V(P/R).

En déduire le vecteur accélération f‘(PlRo).

REPONSE
Le vecteur accélération TQ/R) s'obtient en dérivant
dans R le vecteur vitesse V(P/R):

- d -
T(P/R)= [E V(P/R)]R

i F(p/R 4[12 r‘]
soit ( )= a atx .

d'ol T(P/R)=2ax.

Le vecteur accélération d’entrainement du point P dans
le mouvement de R par rapport a Ry se détermine &
partir du vecteur accélération T(O/R) par la relation
(4) du chapitre 3 paragraphe 2.
= d —
T(PER/R)=T(O/Ro) + [Et_ Q(R/Ro)] AOP
Ro
+TO(R/Ro) A[TUR/Rg)AOP .
En remarquant que T(O/Rg)=0 et que

d o ‘
[a; fi(R/Rm]R;o, il reste :

T(PER/Ry) = wi A(wf nat’X)
soit

T(PER/Ry) = —aw?(?%. J

L accélération de Coriolis est :
20(R/Rp) A V(P/R) =207 A2atX
soit

20(R/Ro) A V(P/R) =4awty.

Le vecteur accélération T'(P/R,) s’obtient en appliquar
la relation (13) du paragraphe 6 de composition de
vecteurs accélération entre les repéres R et Ro :

T(P/Rg) =T(P/R) + T(PER/Ry) + 20(R/Ro) A V(P/R).

Par suite

T(P/Rp) = a(2 — 1)) X +4awty J

sur la figure 16 sont placés les quatre vecteul
accélération qui viennent d’&tre calculés.

e T'(P/R)

T cor.
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e,

PROBLEME RESOLU

Etude du mouvement d’une bille dans un
roulement & billes (figure 17).

Fig. 17

Soit R(O, %, ¥, 7 ) un repére lié au bati (S,). Les
_deux bagues (S,) et (S,) ont une liaison pivot
" d'axe (O, 7 ) avec (S,). On pose :

{ﬁ(Sl/R)=w,f
0(S,/R) = w,7-

La bille (S) de centre C, animée d’'un mouvement

plan, roule sans glisser_en I; avec (S;) et en I,_

avec (S,). Soit RI(O, i J, z’) un repére tel que {

ait méme direction et méme sens que OC. On

pose :
Ol,=r,i
{or e
La cage (S;) a un mouvement de rotation d’axe
0, ) par rapport a (S,).

QUESTION 1

Déterminer le torseur cinématique, au point C, du
mouvement de la bille par rapport au bati, en
fonction de w,, w,, r, et r,.

REPONSE

Le torseur cinématique, au point C, du mouve-
ment de la bille par rapport au biti est de la

forme :
{vs/R)}= {‘”_f}
clu

(w et v sont des valeurs algébriques).
Exprimons qu’au point I, la vitesse de glissement
de (S) par rapport 2 (S,) est nulle :
V(1,€5/S,)=0.
En passant par I'intermédiaire de R :
V{,€S/R)-V(1,€S,/R)=0

V(I,ES/R) se calcule a partir de la vitesse du
point C de (S):
V(I,€8/R)=V(C/R) +T(S/R)ATI,

> 1 e
=vf +of A —3 (ra—ri

=[o-5=r0]7
V(1,E€S,/R) se calcule  partir de la vitesse du
point O de (S,) :
V{1, €S,/R)=V(0/R)+{S,/R)A0I,
=0twZAni

=w, .

e
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La condition de non glissement en I, se traduit
donc par la relation :

v—g (r,—r)—wr=0.

Par un calcul analogue, la condition de non
glissement en I, se traduit par la relation :

v +% (r,— )~ wr;=0.

La résolution de ces deux équations permet
d’exprimer v et w :

v =% (@1 + war2)
et =‘02’2_wlrl‘
n=n
QUESTION 2

Déterminer la vitesse de glissement de la bille par
rapport a la cage (S;) au point A, tel que

i 1

_(rz_rl)]

N

REPONSE

Pour calculer la vitesse de glissement en A de

(S) par rapport 4 (S;) passons par I'intermédiaire

du point C :
V(AES/S,)=V(CES/S;)+((S/S;)ACA

le point C étant lié a (S) et a (S ):

V(CES/S;)=

Pour obtenir $(S/S;) apphquons la relation de

composition des vecteurs rotation entre (S), (S3)

etR

W(S/8;)=8(S/R) - US,/R)
((S/R) a été calculé a la question précédente :

OS/R)=

Waly — Iy

Pour avoir (¥S,/R), qui est égal a O(R,/R),
écrivons la relation entre les vecteurs vitesse des
points O et C appartenant a R, :

V(C/R)=V(0/R)+ (R, /R)AOC

% (@1 +w2r2)j’=6+ﬁ(k./k)/\% r+r)i

Par suite :
Wty .
AR,/R)="—>2
rt+r,
et
Wyl — w1y . @t .
ﬁ(S/Sg)= 272 171 — 171 272
rtr,

soit

2riry (@, — 1) 7

_r%

0(S/S;)=

La vitesse de glissement cherchée s’écril donc :

2rir(w,—wy) o

V(AES/S)="5=2 1 a5 L =i
2 1

soit

- rr -
V(AES/SB)=T'§(w2—wl)z.
2 1
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EXERCICES AVEC REPONSES

E 1 — Un petit avion de tourisme est équipé d'un train
. datterrissage tricycle composé :

: __ de deux atterrisseurs principaux latéraux,

¥ _'d’un atterrisseur auxiliaire avant.

“L’étude porte sur latterrisseur principal
(figure 18).

gauche

" A Pinstant de date f, les deux roues du train principal
entrent simultanément en contact avec le sol, la roue

" avant ne touchant le sol qu'ultérieurement. La longueur

~de I'amortisseur est alors maximale et vaut
BoD =1l,=585 mm. A l'instant de date ¢; I'amortisseur
a sa longueur 'minimale B,D = h =490 mm.

VUE DE FACE >/
{Avion de profil)

K

_l.
AVANCE DE L’AVION
«—

Entre ces deux dates, le mouvement de I'avion par
rapport au sol est une translation caractérisée a chaque
instant par le vecteur vitesse du point A par rapport

au sot (0) : V(A/0).

Ce vecteur vitesse est représenté figure 19 aux deux
dates ¢, et t.

A la date t,: V(A/0)=—30% —3y exprimée en métres
par seconde.

A la date ¢, : V(A/0)= —30% exprimée en métres par
seconde.

Nous supposerons que le pneu est indéformable (pas
d’aplatissement).
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V(A/0)at,

/

A

V(A/0) 3t
3

1° Représenter 2 la date ¢, le vecteur vitesse du point C
par rapport au sol : V(C,y/0).
2° Représenter a la date f, le vecteur vitesse du point C
supposé lié au fit @ par rapport au sol @ : V(CoE1/0).
3° Représenter a la date ¢, le vecteur vitesse du peint C
par rapport au fiit : V(Cyl1).
4° Sachant qu’a la date_¢, la roue @ roule sans glisser
au point I, sur le sol , représenter a cette date £, le
vecteur vitesse du point L, supposé lié au balancier par
rapport au sol : VI, €2/0), ainsi que le vecteur vitesse
du point I, suppesé lié a la roue @ par rapport au
balancier @ : Vi, €3/2).
5° Pour tous les points M; du rayon Cgly, déterminer,
a la date #,, la répartition des vecteurs vitesse :

VM, €2/0), V(M;E3[2) et V(M;E3/0).

REPONSES
1° Le point C reste & une distance constante du sol,
donc le vecteur vitesse V(Cy/0) est horizontal. En

B,
BO
(X
u V(Co/0) Co V(G
V(Co,€1/0)
V (M, €3/0) M,
¥ (M, €2/0) T ear2)
y
Q
V(lo,€2/0) @ o V(1,€3/2)
0z
X
Fig. 19
QUESTIONS appliquant le théoréme de I'équiprojectivité du champ

des vecteurs vitesse des points d’un solide entre les
points A et Cy du balancier , on construit le vecteur
V(Co/0). On trouve que : [| V(Cn/O)” =21,5 m/s.
2° A la date ¢, le fat ﬂ a un mouvement de translation
par rapport au sol . Par conséquent :
V(G € 1/0) = V(A/0)
et [|V(Coe 1/0)] =30,15 m/s.
3° En appliquant la relation de composition des
vecteurs vitesse au point Cq entre le fiit @ etle sol 3
V(Co/0)=V(Co/1)+ V(CoE1/0)
on peut construire le vecteur vitesse V(Co/1), en
sachant qu’il est perpendiculaire & ACy. On trouve que
[[V(Co/ D] =9 m/s.
4° En appliquant le théoréme de I'équiprojectivité du
champ des vecteurs vitesse des points d’un solide entre
les points Iy et Co d’une part, et entre les points I, et
A d’autre part, on peut construire e vecteur vitesse
V(I,€2/0).
On trouve que :
[Va,€2/0)] =16 m/s.
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Le roulement sans glissement de la roue @ sur le sol @
au point Iy se traduit par la relation :
V(l,€3/0)=0.
Appliquons la relation de composition des vecteurs
vitesse au point I, entre @ @ et
Vo€3/0)=V(I,€3/2)+ V(I,€2/0)

alors : V,€3/2)=-V(I,€2/0)

" d'oll la construction de V(I,E3/2).

5° Tous ces vecteurs vitesse ont leur origine sur le
segment Coly.

L’extrémité de X(M,-EZ/O) est sur PU.

L’extrémité de V(M; €3/2) est sur QC,.

L’extrémité de V(M; €3/0) est sur L,U.

Ces trois vecteurs vitesse vérifient la relation :

V(M; €3/0)=V(M; €3/2) + V(M; €2/0).

de chang de vitesse, a deux
vitesses et une marche arriére est représenté figure 20.
R(O, %, 7,7 ) est un repére lié au biti (S,) de ce

> mécanisme. L’arbre moteur (M) a une liaison pivot
- d'axe (O, ¥ ) avec (So). (M) porte un satellite (S), d’axe
“paralléle & X, constitué de trois roues dentées (S,), (S;)

et (Ss) qui engrénent respectivement avec les 3 roues

: dentées (S;), (S4) et (Sg), d’axe (O, ¥ ).
~On pose

GM/R)=w,F,
Q(S,/R) = w,%,
0(S6/R) = wi.
Nombre de dents de la roue (S,): 36, (S;): 36, (S;3):

US/M)=o¥,
B(S4/R) = w4%,

7148, (S4) : 24, (Ss): 30, (Se) : 42.

® & ©

4

Les roues (S,) et (S¢) peuvent étre immobilisées par
rapport 2 (S,) par deux freins & commande électroma-
gnétique F et F. Un embrayage (E) permet Ia
solidarisation des roues (S,) et (Sy).

QUESTIONS

1° Déterminer la relation entre les vitesses de rotation
suivantes :

a) wy, ® et wy;

b)) wy, © et w4

c) w, @ et wg

.
2° Déterminer le rapport =2 dans chacun des cas
wy

suivants :

a) Premiére
(E) débrayé.

b) Deuxiéme vitesse : (F) et (F') desserrés, (E) embrayé.
¢) Marche arriére : (F) serré, (F') desserré, (E) débrayé.

vitesse : (F) desserré, (F) serré,

REPONSES

1° a) o +w,~w;=0.
b) 20 +ws— @ =0.
¢) Sw+Twg—Tw,=0.

w; 1

2 a) 2=,

c w, 2

by 22
@y

9.2

@ 5
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3 — La pompe oscillante dont le dessin est donné
figure 21 est schématisée figure 22 en vue du calcul de
la vitesse de translation du piston (S;) par rapport au
bloc oscillant (S3).

R(O, %, ¥, 7) est un repére lié au corps (Sp) de la
pompe. La manivelle (S,) a une liaison pivot d’axe
(0, 7) avec (So). Soit R, (0, %, J1, 7) un repére lié &
(S,), on pose : a=(% &)

Le piston (S;) a une liaison pivot d'axe (A, 7) avec
(S)), telle que OA =rX; (r>0).

Le bloc oscillant (S5) a une liaison pivot glissant d’axe
(B, 7) avec (So), telle que OB =X (I>7). (Sz) et (S3)
ont une liaison pivot glissant d’axe AB.

Soit Ry (A, %, $,, 7) le repére lié a (S,) tel que X, ait
méme direction et méme sens que AB. On pose
B=(% %)

X4

QUESTIONS 1
1° Les angles « et B étant dépendants, déterminer la
relation liant ces deux paramétres.

2° Déterminer le vecteur vitesse de glissement du point
B dans le mouvement de (S;) par rapport a (S;) en
fonction de :

a)l, B eta’s
L aecea

REPONSES
1° I sin B=rsin(p—a).
(B est négatif sur la figure 22).
2° a) V(BES,/S;)=Ila’ sin BX;
—Ira’ sin a .

b) V(BES)/S))=——F———— %
VIZ+ P =2lr cos a
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4 — Le dessin partiel d’un réducteur i billes est donné
figure 23 et le schéma cinématique figure 24.

)'1\
Ay
& X
i
‘2/@
—
r—— [5) x
/ -

Fig. 24
Soit R(O, ¥, ¥,7) un repére lié au bati (S,) du

réducteur. L’arbre moteur (S,) et I’arbre récepteur (S,)
ont une liaison pivot d’axe (O, X ) avec (Sp). On pose :

Q(S1/R)=w ¥
e

Une bille (S) de centre C, de rayon a, roule sans glisser
en A; sur (S;), en A, sur (S;), et en Az et A, sur (Sp).
Soit R, (0, %, ¥,, #,) un repére tel que :

OC=ry, (r>0).

Les points de contact sont tels que :
- = - . - T
(71 CA3)=(CA,, =51)=(=%1 C—Kz)zz

et (% c‘A'.,):’g’.

Soit {" le vecteur unitaire de méme direction et de méme
sens que le vecteur A;A4. On pose : az(f,-f) (a est
un angle constant).

Le but de I'exercice est de déterminer le rapport de
2 . w2 . P
réduction — du réducteur. Pour cela, répondre succes-

i
sivement aux questions suivantes :

QUESTIONS

1° Montrer que I’axe central du torseur cinématique du
mouvement de (S) par rapport a (S,) est la droite A;A,.

2° On pose: ((S/R)=wi. Caleuler V(A,ES/R) et
V(A,ES/R) en fonction de 4, w et a.

@

3° Déterminer le rapport de réduction —2 du réducteur
@y

a billes. Faire I’application numérique.

0(S,/R) = w,%.

PpRR

voee
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REPONSES

1° En A; et A, les vitesses de glissement entre (S) et

(Se) sont nulles. Par conséquent, en ces points le

moment résultant du torseur cinématique du mouve-

ment de (S) par rapport a (So) est nul. Or, c’est en un

point de I’axe central que la norme du moment résultant

est minimum, donc si cette norme est nulle le point

considéré est situé sur I'axe central du torseur.

Par suite, les points A; et A, sont deux points de I'axe

central du_torseur {‘U(S/R)}, et on peut poser

MS/R) = wi.

2° V(A E€S/R)=—awV?2 cos a
V(A,ES/R)=awV2(sin a —cos @) 7.

changement de vitesse
satellite (S)

couronne extérieure (S;) R

planétaire a
denture intérieure (S;)

arbre de sortie

30 22
—=1—tan a.
4]

Application numérique : ﬂ=0,868.
@

5 Le dessin du variateur de vitesse Graham est

donné figure 25 et le schéma cinématique figure 26.

Soit R(O, %, 7, 7) un repére lié au bati (So) du
variateur. L’arbre moteur (S,) et 'arbre récepteur (S;)
ont une liaison pivot d’axe (O, ¥ ) avec (So). On pose :

OS1/R)=wF
O(S,/R) = w, k.

indicateur de vitesse

moteur

Fig. 25

$

bati (So)

o
-




Composition des mouvements

Soient R (O, %, 71, 7)) et Ry(A, %5, ¥, 7;) deux repé-
‘res liés a (Sy) tels que OA ait méme direction et méme
.sens que I8

On pose a =(%, %;) (a est constant).

Le satellite (S) a une liaison pivot d'axe (A, )?2) avec
(Sy)- (S) est un tronc de cone de révolution d’axe
(A, %), de demi-angle au sommet a.

On pose 8(S/S)) = wk,.

La génératrice de (S) du plan (O, %, ¥,) la plus éloignée
de P'axe (O, ¥) est paralléle a .

Notons d sa distance & I'axe (O, X ).

(S) roule sans glisser au point I sur une couronne (S,),
liée & (Sg) pendant le fonctionnement. Le réglage du
rapport de variation s'obtient en déplagant (S,) suivant
axe (O, % ).

Soit B le centre de la section droite du tronc de céne
passant par 1. On pose BI=Ay,.

A l'extrémité de (S) est fixée une roue dentée de n
dents, d’axe (A, X;), qui engréne avec une couronne
dentée intérieure d’axe (O, X ) de n, dents, liée a (S,).

QUESTIONS

1° ‘En exprimant que (S) roule saps glisser sur (S;) au
point I, déterminer w en fonction de w,.

2° Quelle relation obtient-on entre w,, w, et w en
exprimant I’engrénement des deux roues dentées?

@

3° En déduire le rapport de variation =2 du mécanisme
@y

en fonction de A.

4° Tracer la courbe représentative du rapport de

L. Wy ) n 11
variation — en fonction de A, sachant que —=—,

@y n, 38
d =55 mm, et que A varie entre la valeur A, =12 mm
et la valeur A, =23 mm.

REPONSES

d
1°w=——w,.

A
2° nywy =~ wy)= nw.

Pl nd

W ny A

4° Voir figure.
w2
2 )

1

0,308 . =

/1592 23 A
-0,327 1

/ Fig. 27

6 — La course d’'une table de rectifieuse plane est

réglée au moyen de deux interrupteurs de fin de course

commandés par des butées réglables.

La figure 28 donne le plan de ’un de ces ensembles.

Lorsque la butée @, liée a la table @, vient en contact

avec le galet sa vitesse de translation est
V(A€2/0)=VZ avec V=1 m/s.

. Le galet roule sans glisser sur la pente de la butée @
Soient respectivement B, C et D les centres des
articulations entre et @, o et @, @ et .
Leressort @ estdestiné a ramener le bras @ en position
initiale.

Le :contact est métallique et assure, en position

- «repos » le passage du courant électrique entre les deux
plots , et en position «action » la coupure du courant
électrique.

Soit F un point de la surface de contact entre e et .
:Le guide @ est en liaison pivot glissant avec , et se
termine dans sa partie basse par un cone 4 90° en appui
ponctuel au sommet E de la cuvette cOnique a 120°
“ereusée dans le bati .

QUESTIONS

1° Représenter le vecteur vitesse du point A supposé lié
a la roue par rapport au béti @ : V(A €3/0).

2° Déterminer graphiquement le vecteur vitesse du point
B par rapport au bati : V(B/0).

3° Déterminer le vecteur vitesse du point C par rapport

au bati (0) : V(C/0).

4° Déterminer le vecteur vitesse du peint C par rapport
au guide : V(C/11).

En déduire le vecteur vitesse du point E supposé lié &
par rapport a

5° Déterminer le vecteur vitesse du point E supposé lié
a par rapport a @ : V(E €8/0).

6° Connaissant les vecteurs vitesses V(C/0) et V(E €8/0)
déterminer le vecteur vitesse du point F supposé lié a
par rapport & @
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Composition des mouvements

7—Le dessin de la pompe & débit réglable DKM est
donné figure 29 ainsi qu’un dessin partiel figure 30.
L'excentrique @ayant un mouvementde rotation autour
de 1'axe (O, £ ) du bati met en mouvement la bielle

qui commande la tranglation du piston par
Pintermédiaire dy balancier , articulé autour de 'axe
(c. 7 ) du bati . (Le réglage du débit est obtenu par
variation de la distance EC.)
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QUESTION

En supposant connu le vecteur vitesse du point A par
rapport au biti (2 ), déterminer graphiquement, dans la
configuration proposée, le vecteur vitesse de translation
du piston @ par rapport au bati ().
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Cinématique

8 — La figure 31 représente une poulie réductrice Trois satellites roulent sur un planétaire immobi-
REDEX qui se monte sur ['axe de I'appareil lisé en rotation par un bras de réaction, non représenté
commandé. Le corps@esl entrainé par cinq courroies sur la figure, fixé sur le fourreau ‘ Trois autres
trapézoidales , et porte les axes porte-satellites 5 satellites @ entrainent le deuxiéme planétaire B

axe porte satellites
2 3 4 5 6 7 8 9 ilyena3ai20® 10 11 12 13 14 15 16

WL

}
1 1 Coupes :
thermo plastique
enlevé
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=
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29 ——Ynya e 4
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= -+ —- - —— - Tableau des dentures
Ne | 2410 6 ¢

m |1,75|1,75 11,75 [1,

34




Composition des mouvements

‘solidaires du moyeu @ lequel est claveté sur I'axe de
: ['appareil commandé.

L:esrnombres de dents des pignons , , @ @ sont

ébnnés par le tableau de la figure 31.

- QUESTIONS
e , "

1° Etablir le sché i ique de ce

2° Déterminer la vitesse de rotation w; de Parbre de
sortie par rapport au bati , en fonction de la vitesse
de rotation @, du corps par rapport au béti , et du
nombre de dents des pignons 5 5 et

9 'Le schéma cinématique de la figure 32 est celui
du variateur de vitesse «Patin».
R(O, % 5. 7 ) est un repére lié au biti (S,) du variateur
de vitesse.
Larbre d’entrée (S,), I'arbre de sortie (S;) et le
porte-satellite (PS) ont des liaisons pivot d’axe (O‘ X )
-avec (So). On pose :

Q(S,/R)=w, ¥

US,/R) = wy i

Q(PS/R)=w¥.
La rotation du porte-satellite (PS) est obtenue a partir
de la rotation de I’arbre d’entrée (S) par I'intermédiaire
d’un train épicycloidal constitué d’un pignon satellite
(S), en liaison pivot d’axe paralléle a2 ¥ avec (PS),
engrénant avec une roue dentée liée a (S,) et avec une
couronne a denture intérieure liée 2 (S,).
Nombre de dents de la roue liée & (S;) : n;, du satellite
(S): n et de la couronne liée a (Sy) : no.
Le porte-satellite supporte des galets orientables tels
que le galet (G).
Soit R,(O, %, ¥, Z;) un repére lié a (PS).
Le galet (G) de rayon a, de centre C tel que oC=1y,

|_Jeocscees

Y2

(I>0), roule sans glisser en I; et I, sur deux surfaces
toriques liées a (S;) et (Sy).
Soit R, (C, %, 72, Z1) le repére tel que (C, ¥,) ait méme
direction et méme sens que L1,.
On pose: a=(%, %) (a est réglable mais supposé
constant pendant le fonctionnement).
Le galet (G) a une liaison pivot d’axe (C, y,) avec
(PS). On pose :

0(G/PS)= Q3.

. w:
Le but de I’exercice est de déterminer le rapport ==
en fonction de a. @

QUESTIONS

1° Déterminer la vitesse de rotation « du porte-satellite
(PS) en fonction de la vitesse de rotation w; de Parbre
d’entrée (S;).

2° Déterminer la relation scalaire qui traduit le non
glissement au point de contact I, de (G) avec (S,).

3° Déterminer la relation scalaire qui traduit le non
glissement au point de contact I, de (G) avec (S,).

4° Montrer que le rapport de variation est :

Wz _ n,(I +a sin &)~ ny(l — a sin a)

Wy (ng+ ny)(I +a sin @)

10 — Le variateur de vitesse & billes PIV (figure 33)
est constitué de deux plateaux décalés entre lesquels
est enfermée une série de billes maintenue par une
cage intermédiaire pouvant se déplacer suivant un axe
afin de modifier le rapport de variation du mécanisme.
Pour déterminer le rapport de variation adoptons le
schéma cinématique de la figure 34.

Soit R(O, % 7,7) un repére lié au bati (Sp) du
variateur. L’origine O est le centre de la cage a billes
(S;), supposé fixe par rapport & (So) pendant le
fonctionnement.

TV

14




Cinématique

arbre moteur

ressort de
pression

commande
de réglage de
la variation

~~__ cage a billes

\arbr_eré_ceptew

Le plateau moteur (S;) et le plateau récepteur (S;) ont
une liaison pivot d’axe (O, X ) et (O, X ) respective-
ment avec (Sp), telles que :
0,0,=ay (a>0)
0,0=Ay (0<A<a)
dant le fonctio

A est constant p

Q(Si/RY=wi ¥
TU(S,/R) = wok.
Une bille (S) de la cage, de rayon b, de centre C, roule

sans glisser gn.l, sur (S;) et en I, sur (Sy).
Soit R(0, i, ;) un repére li¢ a cage (S;) tel que

OC=ri (r constante positive).
On pose a = O Y ﬁ(S;/R) = k.

On pose :

QUESTIONS

1° Quelle relation vectorielle obtient-on en exprimant que
(S) roule sans glisser sur S)?
2° Quelle relation vectorielle obtient-on en exprimant que¢
(S) roule sans glisser sur (S2)?
3° Montrer que le rapport de variation est :

@, A

w; a-— A
4° Déterminer ((Sy/R).

5° Montrer, par un raisonnement simple, que toutes le
billes de la cage roulent sans glisser sur (S;) et S;
malgré que la vitesse de leur centre soit imposée par 1
cage.

6° Tracer la courbe représentative du rapport d
variation pour : 0<A <a.

e .
En pratique : os—’st. Quelle est alors la valev
@y

maximale de A?






